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高 等 数学 (或 称 大 学 数学 ) 是 一 年 级 大 学 生 的 基础 课程 ,江苏 省 普通 高 等 学 校 
非 理科 专业 高 等 数学 竞赛 委员 会 从 1991 年 以 来 ,已 成 功 组 织 了 十 三 届 全 省 性 的 大 
学 生 高 等 数学 竞赛 。 参 赛 学 校 为 全 省 普通 高 等 学 校 , 含 师范 学 院 、 地 方 工学 院 、 独 
立 学 院 、 各 重点 高 校 的 二 级 学 院 、 各 类 职业 技术 学 院 、 高 等 专科 学 校 . 职 业 大 学 等 ， 
共计 100 多 所 ,考生 达 13000 多 人 ,参赛 类 别 分 为 本 科 一 级 、 本 科 二 级 、 本 科 三 级 、 
本 科 四 级 .专科 等 五 类 。 

高 等 数学 竞赛 的 宗旨 是 贯彻 教育 部 关于 本 科 要 注重 素质 教育 的 指示 ,加 强 普 
通 高 校 的 数学 教学 工作 ,推动 高 等 数学 的 教学 改革 ,提高 教学 质量 。 高 等 数学 竞赛 
能 激励 大 学 生 们 学 习 高 等 数学 的 兴趣 ,活跃 思想 , 它 要 求学 生 比 较 系 统 地 理解 高 等 
数学 的 基本 概念 和 基本 理论 ,掌握 数学 的 基本 方法 ,并 具有 抽象 思维 能 力 、 逻 辑 推 
理 能 力 、 空 间 想 象 能 力 和 综合 运用 所 学 知识 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 。 

本 书 根 据 江苏 省 普通 高 等 学 校 非 理科 专业 高 等 数学 竞赛 委员 会 制订 的 高 等 数 
学 竞赛 大 纲 , 并 参照 教育 部 制订 的 考研 数学 考试 大 岗 编写 而 成 ,内 容 分 为 极限 与 连 
续 、 一 元 函数 微分 学 、 一 元 函数 积分 学 、 多 元 函数 微分 学 、 多 元 函数 积分 学 .空间 解 
析 几 何 、 级 数 、 微 分 方程 等 八 个 专题 ,每 个 专题 含 “基本 概念 与 内 容 提 要 ”、“ 竞 赛 题 
与 精 选 题解 析 ”“ 练 习题 ”三 个 部 分 。 其 中 ,竞赛 题 选 自 江苏 (1 一 13 届 ) .北京 (1 一 
15 届 )、 浙 江 (1 一 10 届 )、 广东、 陕西 、 上 海 、 天 津 等 省 市 大 学 生 数 学 竞赛 试题 ;全 国 
大 学 生 数 学 竞赛 试题 (1 一 7 届 预 赛 和 决赛 ); 清 华 大 学 、 南京 大 学 上 海 交 通 大 学 、 
西安 交通 大 学 .天津 大 学 .北京 邮电 大 学 等 高 校 大 学 生 数 学 竞赛 试题 ;莫斯科 大 学 
等 国外 高 校 大 学 生 数 学 竞赛 试题 。 这 些 试 题 中 既 含 基本 题 ,又 含 很 多 具有 和 较 高 水 
平和 较 大 难度 的 趣味 题 ,它们 构思 绝妙 ,方法 灵活 ,技巧 性 强 , 本 书 逐 条 解析 ,并 对 
重要 题目 深入 分 析 , 总 结 解 题 方法 与 技巧 。 还 有 些 “ 好 题 " 在 现 有 的 竞赛 题 中 没有 
出 现 过 ,为 此 本 书 在 每 个 专题 中 都 补充 了 不 少 “ 精 选 题 "大 大 丰富 了 本 书 的 内 涵 。 

本 书 先后 推出 2012 年 版 .2013 年 版 和 2016 年 版 , 演 受 到 广大 教师 和 学 生 的 
赞许 。 此 次 修订 的 重点 是 “竞赛 题 与 精 选 题解 析 ” 部 分 , 删 去 了 旧版 中 的 一 些 陈 题 ， 
增 选 了 江苏 省 第 十 三 届 、 全 国 大 学 生 (6 一 7 届 预 赛 和 决赛 ) 数 学 竞赛 试题 ,并 修改 
了 以 往 解 析 中 的 一 些 玖 漏 。 

本 书 可 供 准备 本 科 高 等 数学 竞赛 的 老师 和 学 生 作 为 应 试 教程 ,也 可 供 各 类 高 
等 学 校 的 大 学 生 作为 学 习 高 等 数学 和 考研 的 参考 书 , 特 别 有 益 于 成 绩优 秀 的 大 学 

es。 ] 。 
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专题 1 函数 与 极限 


专题 1 水 数 与 极限 


1.1 基本 概念 与 内 容 提 要 


1.1.1 一 元 函数 基本 概念 


1) 利用 已 知 条 件 求 函数 的 表达 式 . 

2) 函数 的 奇偶 性 ,单调 性 有 界 性 与 周期 性 . 

3) 基本 初等 困 数 ( 震 困 数 .指数 函 数 、 对 数 函 数 、 三 角 郴 数 与 反 三 角 困 数 ) 和 初 
等 图 数 . 

4) 反哺 数 , 复 合 清 数 、 参 数 式 也 数 、 隐 函数 . 

5) 分 段 困 数 . 

1.1.2 数列 的 极限 

] ) limz, 一 人 A 的 定义 :Ve0, NEN, 当 2 二 和 时 有 | 立 一 A| 志 es. 


2) 收敛 数列 的 性 质 

定理 工 惟 一 性 ) ”大 数列 {zx} 收敛 于 A, 则 其 极限 A 是 惟一 的 . 
定理 2( 有 界 性 ) ”车 数列 {z,) 收敛 , 则 {z } 为 有 界 数列 

定理 3( 保 向 性 ) ”和 大 lmz =A>0(<0), 则 了 NEN, 当 7) 全 和 N 时 ,有 


三 0 (过 0) 
1.1.3 函数 的 极限 
1) 六 种 极限 过 程 下 函数 极限 的 定义 
limf (xz) = A, limf(x)=A, lim f(x) = A 
lmf ta =A, ln flz) =A, li fen) =A 
例如 limf(z) = A 的 定义 : Ye >>0,3o 之 0, 当 0 过 | x 一 a | 过 oc 时 ,有 
| 天 (一 站 | 


定理 1 limf(x)=A 怠 fla—)=A, f(a+)=A. 
定理 2 limf(x)=A 怠 f(~%)=A, f(4+%)=A. 


高 等 数学 竞赛 题解 析 教 程 


2) 果 数 极限 的 性 质 

定理 3( 惟 一 性 ) ”在 某 一 极限 过 程 下 , 若 函 数 f(x) 的 极限 存在 , 则 其 极限 是 
惟一 的 . 

定理 4( 有 界 性 ) ”车 limf (x) 存在 , 则 存在 zx=a 的 去 心 邻 域 避 , 使 得 f(x) 在 


4 四 
定理 5( 保 向 性 ) 若 limf (x) 二 A 让 0( 过 0), 则 存在 x = a 的 去 心 邻 域 U, 使 


得 x EU 时 f(x) > 0(=0). 

1.1.4 证 明 数 列 或 函数 极限 存在 的 方法 

定理 1( 夹 通 准 则 ) 设 三 个 数列 {zx,}),{y,),{z,) 满足 帮工, 才 迷 ,， limy, 
= A,limz, = A, 则 limz, = A. 


定理 2( 天 通 准则 ) 设 三 个 四 数 f(x),g(7z),h(z) 在 z= 二 a 的 去 心 邻 域 中 满足 
(fe h(xz),Hlimg (xz) = A,limh (xz) = A, 则 limf (zx) = 此 

注 ”对 于 其 他 的 极限 过 程 ,类 似 的 结论 留 给 读者 自己 写 出 . 

定理 3( 单 调 有 界 准 则 ) 若 数 列 (xz,) 单调 增加 ,并 有 上 界 ( 或 单调 减少 ,并 有 
下 界 ), 则 数列 {x;》 必 收敛 . 


1.1.5 无 穷 小 量 


1) 大 在 某 极限 过 程 中 (x 一 a;zx 一 4 十 ,TXT 一 4a 一 ,TX 一 co,X 一 十 吕 ,T 一 一 co 中 
任 一 个 ), 某 变量 或 明 数 a(x) -> 0, 则 称 wxCz) 为 该 极限 过 程 下 的 无 穷 小 量 , 简称 无 穷 
小 . 在 同一 极限 过 程 中 的 有 限 个 无 穷 小 量 之 和 仍 为 无 穷 小 量 ; 在 同一 极限 过 程 中 的 有 
限 个 无 穷 小 量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 ;无 穷 小 量 与 有 界 变 量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 量 . 例如 


We ein = ( 因 x wi 有 界 ) 
Lr-—*0 7 hy ¢ 


lim es 一 0 ( 因 一 一 > 0, sinx 有 界 ) 


定理 limf (x) 二 Af(z) = A+-a(Xx), 这 里 一 a 时 a(x) 为 无 穷 小 量 . 
2) 无 穷 小 的 比较 
假设 在 某 极限 过 程 中 (以 x 一 a 为 例 ) ,a,8 都 是 无 穷 小 量 . 


(1) 阁 字 se 0, 则 称 a 是 8 的 高 阶 无 穷 小 , 记 为 dQ 0(B). 
C2 若 人 -~ 500, 则 称 & 是 B 的 低 阶 无 穷 小 . 


(3) 着 名 一 cl(c 关 0,c € R). 则 称 a 与 8 为 同 阶 无 穷 小 . 特别, 当 c 二 1 时 , 称 a 


与 8 为 等 价 无 穷 小 , 记 为 a ~ BCz a). 
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(4) 若 避 cc 天 0 改过 0), 则 称 " 是 z 的 上 阶 无 穷 小 . 此 时 一 cz*, 称 cz 为 
a 的 无 穷 小 主 部 . 
1.1.6 无穷大 量 
1) 当 n 一 2 时 ,下 列 数 列 无 穷 大 的 阶 数 由 低 到 高 排序 : 
Inns wla>0), Ww(B>a>0, a(a>1), w 
2) 当 工 习 十 吕 时 .下 列 函 数 无 穷 大 的 阶 数 由 低 到 高 排序 : 
ni wa>0), (pa wD: we 


1.1.7 求 数列 或 函数 的 极限 的 方法 


1]) 四 则 运算 法 则 

2) 利用 夹 盘 准 则 求 极限 

3) 先 利用 单调 有 界 准则 证 明 数 列 的 极限 存在 ,再 求 其 极限 
4) 利用 两 个 重要 极限 求 极限 


二- < 
aa 1， lim(1 十 口 ) 硬 一 ee 
DD-»0 | | D>0 


例如 lim( cosz )™™ hmft1 二 cosz— 1)mi 下 (这 里 [|] 二 tosx 一 1) 
5) 利用 等 价 无 穷 小 代 换 求 极限 
定理 ” 当 [L] ->0 时 ,有 下 列 无 穷 小 的 等 价 性 : 
Di~sinL|~arcsin[L| ~ tanz ~ arctan[L| ~ ln(l 二 DD)~e 1 
i 


1]—cosLi~ 区 Er 
6) 利用 洛 必 达 法 则 求 极限 (关于 洛 必 达 法 则 见 第 2. 1 节 ) 
7) 利用 马克 劳 林 展 开 求 极限 (关于 马克 劳 林 展 式 见 第 2. 1 节 ) 
8) 利用 导数 的 定义 求 极限 
9) 利用 定 积分 的 定义 求 极限 
1. 1.8 函数 的 连续 性 
1) 哺 数 fx) 连续 的 定义 : 设 f(x) 在 z= 二 a 的 某 邻 域内 有 定 义 , 夺 lim f(x) 一 


Fa), 则 称 Arz) 在 x 一 Q 处 连续 ; 行 田 数 f(x) 在 某 区 间 (a,b) 上 每 一 点 皆 连 续 , 称 
f(z) 在 (Wb0) 上 连续 , 记 为 EClasb); 才 了 f(x) 在 (tayb) 上 连续 , 且 六 zx 在 工 三 
a 处 右 连 续 ( 即 lim 矿工) 二 f(a)) ,在 x 二 6b 处 左 连 续 ( 有 即 lim f(x) 二 了 (5)), 则 称 


a 人 


f(x) 在 La,b] 上 连续 , 记 为 f € CLa,b]. 

2) 连续 盟 数 的 四 则 运算 性 质 

3) 复合 函数 的 极限 与 连续 性 

定理 1 若 lim p(x) 二 5b, 际 数 f(x) 在 z= 二，b 处 连续 , 则 

limf (g(x)) = flimg(z)) = f(2) 

定理 2 厂 昧 数 g(x) 在 XxX 二 a 处 连续 , 限 数 f(x) 在 x 二 b= 二 g(a) 处 连续 , 则 

f(g(Xx)) 在 x = 二 a 处 连续 , 即 有 
limf (g(x)) = f(yp(a)) 

定理 3 ”初等 图 数 在 其 有 定义 的 区 间 上 连续 . 

4) 间断 点 的 分 类 

大 f(x) 在 x 二 a 处 不 连续 , 则 称 x = 二 a 为 f(z) 的 间断 点 .间断 点 分 为 两 类 : 

(1) 若 .Fa 一 ) 与 f(a 十 ) 丝 存 在 时 , 称 x 二 a 为 f(x) 的 第 一 类 间断 点 .大 f(a 一 ) 
二 f(a 十 ), 称 x 二 a 为 可 去 型 ; 奇 f(a 一 ) 关 f(a 十 ), 称 x 二 a 为 跳跃 型 . 

(2) 若 f(a 一 ) 与 f(a 十 ) 中 至 少 有 一 个 不 存在 时 , 称 x = 二 a 为 f(x) 的 第 二 类 
间断 点 . 

5) 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 性 质 

定理 4( 有 界定 理 ) 和 若 JEClLa,pj, 则 习 天 之 0, 使 得 VzElLa'o, | f(x) | 过 K. 

定理 5( 最 值 定理 ) 若 f+€ Cla,bj|; 则 了 zz GE [a,b|],; 使 得 


Yrzr€E[labl, flxi} ee f(D SR fs) 


定理 6( 鹤 点 定理 ) 若 fECla,bj,f(a)f(5) 二 0,; 则 39&E€ (a,b) ,使 得 f(&) 
二 0( 称 二 为 函数 f(x) 的 零点 ). 


1.2 ”竞赛 题 与 精 选 题解 析 


1.2.1 求 函数 的 表达 式 ( 例 1. 1 一 1. 3) 
例 1.1( 江 苏 省 2004 年 竟 赛 题 ) 已 知 函 数 f(x) 是 周期 为 x 的 奇 困 数 , 且 当 
泥 E (0, 邓 ) 时 f(x) = sinr— cosz 二 2,; 则 当 工 EE (于 ,x) 时 fCz) 一 


解析 因 f(z) 为 奇 函 数 ,所 以 当 一 了 去 工 二 0 时 


天 fF) = (nt—w)— et— ~) 2 
二 SInX 十 Cosx 一 2 
又 因为 f(x) 是 周期 为 x 的 函数 ,所 以 当 了 志文 之 x 时 
大 4 » 
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fm = fF — RnR) = In) OS(L = R= 和 2 


一 一 sinz 一 cosz 一 2 

例 1. 2( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) 函数 y= sinz | sinz | (其 中 | zx | 过 针 ) 的 
反 消 数 为 , 

解析 当 0 过 ZO 时 yy 二 sin'z, 即 sinz 二 Vy (0 亿 y 志 1), 所 以 z= 


arcsin Vy (0 委 y 生 1); 当 一 于 和 z 委 0 时 ?一 一 sin2z( 一 1 二 yy 过 0), 所 以 sin2z 一 


一 yy Sinz 一 一 V 一 y， 工 一 arcsin( 一 v 一 y) 王 一 arcsin(v 一 y) (一 1 委 y 委 0). 
于 是 所 求 反 清 数 为 


i 和 委 半 1s 
WW 
==eini( = 


注 车 利 用 公式 sin?x 一 “一 S2s ,类 似 的 分 析 可 得 所 求 反 函 数 为 


Farccos(1 =— Gs 和 让 过 二 


WW == 


一 到 areccos(1 二 2 


例 1.3( 莫 斯 科 经 济 统计 学 院 1975 年 竞赛 题 ) 求 


n 


fz) = lima/1 十 攻 丰 (S) 


的 表达 式 , 并 作 函 数 f(x) 的 图 象 . 
解析 当 0 志 | xz | 过 1 时 ,f(x) = (1 十 0 十 0)" = 1; 
当时 二 = 1 
当 工 二 一 1 时 ,由 于 


2n 


i 1 十 (一 D2 十 ( 翅 ) = (0 


1 


2 十 ] 


1 十 (一 Da 十 {( 广 】 


| 一 


lim 
所 以 w 二 一 1 时 六 x)》 无 定 光 # 
于 


1 


Hz) = limzvA/ (一 ) +1+( 持 ) =z 


一 e17 


2 二 人 本 
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f(2) = lim 于 5 页 一 lia2vAj2 十 六 一 202 二 00 =2 
当 | 工 | 之 2 时 
FU = lm 


当 一 2 二 工 二 一 1 时 ,由 于 


二 而 十 他 】 
lim te n : 


二 1=0) 王浆 


| 
昌 
| 
四 
| 
十 
-全 
|S 


| 


所 以 一 2 过 工 二 一 时 f(x) 无 定义 ; 
当 工 一 一 2 时 ,由 于 


lim YI CT 一 lim2 /B+2 =2.(0+2) =—2 
lm “V1 二 CC—2)2n 二 2 = 1 =] 


所 以 工 二 一 2 时 f(x) 无 定义 . 
消 数 f(x) 的 图 象 如 右 图 所 示 . 


1.2.2 利用 四 则 运算 求 极 限 ( 例 1. 4 一 1. 16) 


例 1.4( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 当 a 二  .… 
RE 时 ,有 
lim | arctanz Ee 
解析 ”因为 
lim 守 一 和 于 1 | pe 一 志士 3 过 一 -一 
oon 一 || 5 一 -] 2 2 
所 以 a 十 2 二 1 一 5; 又 因为 
和 和 十 | 到 | mt 
lim | arctanz — $+ ( $= 2 


所 以 a 一 2 三 0 十 1. 
由 上 ;和解 得 a = 150 一 一 2 
vw 起 ; 广 
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例 1. (莫斯科 经 济 统计 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 设 lim(v] 一 一 并 一 由) 一 
0, 求 人 ， ££* 


3 学 Sy 
解析 ”由 lim Ot 一 0, 可 得 


k= lim( V1i—x +x) = limz (1 — 用 一 二 )= limz (3 )= 0 
I Too Ny cx 


例 1.6( 精 选 题 ) ” 设 f(x) 是 工 的 三 次 多 项 式 ,日 
lim SY. 一 1 ， Bi ss ea 


2a4 二 6 4 无 一 4a 
法 证 RY 
rz3a TO— 3 
解析 设 f(x) = A(zx 一 2a)(zx 一 3a)(z 一 4a), 则 
lim -大 = = lmA (xz 30) (rz 4a) = = An 1 


r=24 TC 4 


lim -A = limA(zr—2a)(x—3a) = 2Aa:=] 


rda XX ~ a ra 


由 此 可 得 


lim 0 一 limA (x — a}(e— a) =—= Md" =—= 


1 
rua .TC 3a TIT-—>30 2 


例 1.7( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 求 lm (二 一 让 


二 
jt 


最 yy "i NE 。 
解析 ” 原 式 = lim( (= gd ri 人 人 

了 (ly +3n+D) ,wi(6r +12nt+8) ,n(n 十 27a 十 27) 

a mn+2) mn 3 


一 3 十 6 十 9 三 18 
例 1. 8( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 求 lim 二。|1 一 2 十 3 一 … 十 (一 Dmin|，. 


解析 念 总 一 一 = 


| 
2n 
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一 亏 "|(1 十 3 十 十 (2n 一 1])) 一 (2 十 4 十 十 2n)| 
EE 
ge | 7 (22 二 nn)| 2 

a Se - 生 
TarH 一 7 十 11 一 2 十 3 2n 十 (2n 十 1)| 


| 
27 十 1 


= 元 二 *。 | (7 十 22 十 1) 一 (72 十 7 | 一 2 


由 于 limzz = 六 ,imzan = 广 : 故 


Wi . | 上 工 一 2 十 3 一 全 十 (一 1) 呈 7 | 一 limz， 二 通 
re pe 2 
例 1. 9( 英 斯 科 公 路 学 院 1976 年 竞赛 题 ) 求 


1 1 1 
ET RPR TT 
解析 由 于 
和 
n(n 二 1)(n 二 2) 21 2(n 二 1]) 2(n+ 2) 
所 以 
1 1 ] ] ] 
1 
1 2 1 7 昌 了 
人 eR tw | 
1] 2 1 
i 针 
Lj 沟 ] 站 .一 ] 
ee re By 
“Rs 
i a 
-由 了 1 于  、 业 ee 
= a Be i 


例 1. 10( 浙 江 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 S, = = Darctan hs 7 " 求 limS,. 
© 3 
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解析 应 用 反正 切中 数 的 和 角 公 式 , 有 


1 1 
二 
arctan 1 十 arctan 一 二 ”= arctan EL arctan A 
2 2 2 ] 一 i 3 
8 
2 ] 
arctan 2 十 arctan i arctan 3 8 = arctan 3 
3 2。 3 pm 4 
3 18 
nm 一 1 1 
arctan 二 一 ] 十 arctan l - 一 arctan ss arctan n(2n 一 272 十 1) 
2 。72 = 27 一 元 十 ] 
7 272 
= arctan Ad 
12 一 
7 关 一 ,mI 
所 以 S, = arctan er ,四 
i 六 
limS, = limarctan 一 下 1 


例 1. 11( 莫 斯 科 电 子 技 术 学 院 1975 年 竞赛 题 ) 求 


二 
mot23 十 1 3 十 1 十 1 mn 十 1 


一] 
解析 = Tn pa 


DC 一介 十 坎 填 示 
= lim [| (十 1)( 忆 一 十 1)》 


im Ll 
foe (Nn 二 1) 2 k* 一 上 k 十 1 

hh 

es 二 多 


天 3 2 
例 1. 12( 英 斯 科 民 族 友谊 大 学 1977 年 竞赛 题 ) 求 lm 》) 0. 
， "k=1 


解析 由 于 : 
R15 = 二 { 吓 了 (二 和 十 开刀 十 蚊 一 1 
所 以 
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2 i (7 | 
- 估 - 直 #+ 值 - 吉 + 俩 - 直 + 估 - 才 )# 
和 | ri) 
1 

| Tt [a | 
Ee EE 
424 1 {nj (xn 
-1 十 却 十 云 一 也 (nn 一 > CC ) 


即 原 式 = 冯 . 

例 1.13( 江 苏 省 2014 年 竞赛 题 ) i pp rm 
其 中 /三 1.3,3 现年 蚁 二 lim{ fi Ck) fa(k).… fn(k)) 车 (区 ) } 是 一 个 数列 , 则 
limz4 一 0 是 否 一 定 成 立 ? 若 一 定 成 立 , 给 出 证 明 eg 

解析 ”limz 一 0 不 一 定 成 立 ， 反 例如 下 : 


于 了 一 工时 , 设 
有 i(k) 一 到， 让 一 二 交 
当 j 宇 2 时 , 设 
1 Re jy 
f,(k) = 订 9 R 王 7]， 
J ] | 
即 
1 1 1 1 
f1 tk) 1,3,3"4? "nnd+l1’ 
i 1 1 1 
f2(k):1,2, “A 9 a m1 
二 土 
fa(k):1,1,3 4 i 
1 
] 
Fila ll ls 7 


s TO a 
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四 Cy lm fr Ck) fol ky f, Ck) es 1, 所 以 lim SC 


例 1.14( 浙 江 省 2003 年 竞赛 题 ) ”如 图 所 示 , 从 正方 形 四 个 项 点 已 (0,.1)， 
P,(1,1),P,(1,0),P,(0,0) 开始 构造 P;,P,,…, 使 得 P; 为 PjPs 的 中 点 ,Ps 为 
P,P; 的 中 点 ,P; 为 P;P 的 中 点 . 以 此 类 推 , 我 们 便 得 到 点 {PP,} 收 钱 于 正方 形 内 部 
一 点 Po , 试 求 Po 的 坐标 . 

解析 设 点 P; 的 坐标 为 一,(zvyy), 则 

4 ,i 
-Ar i a 
Bd = ed 


pe a 十 Xn 


四 式 相 加 得 
> 所 二 | 刘 a | i nie 和 ni43 ) 


三 帮 十 从 元 十 元 十 元 至 世 症 十 你 天 二 区 条 五 


9 es kl 十 ZX -上 Xs Xx ) = 人 二 2( ] 十 ] 从》 = 4 

邻 n 一 中 ,得 limz, = 地. 同 理 可 得 limy, = 学 , 即 P 的 坐标 为 P, (地 ,六 ) 

注 : 若 题 中 未 说 ! 忆 ,上 收敛 于 已 , 则 还 需 证 明 ! 己 ,} 的 收敛 性 . 

例 1. 1$( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) ”已 知 一 点 先 向 正 东 移动 cm, 然后 左 拐弯 移 
动 adg m( 其 中 0 二 g 二 1), 如 此 不 断 重 复 左 拐弯 ,使 得 后 一 段 移动 距离 为 前 一 段 的 gq 
倍 ,这 样 该 点 有 一 极限 位 置 ,试问 该 极限 位 置 与 原 出 发 点 相距 多 少 米 ? 

解析 设 出 发 点 为 坐标 厚 点 O(0,0) ,移动 元 次 到 达 点 Czvyw). 根据 移动 规则 ， 
得 2 = sb ut a LE A — dg sn — — 00 二 ag se — Ne gb —™ 
a 一 Qg’ 和 十 aq 一 ag sxs 三 jy", 归纳 得 


| 2 | n—l 2C7z 一 ] ) se a ee 
EC 0 a ly wg i 
于 十 
imma， 、 三 ,in 交 。 三 
a 2jr 一 | ET 2n ] i qg” 


同样 ,根据 移动 规则 得 .= 0 = ry = Rs = 28 ， Ds Ye 
y=04 一 十 下 用 三 和 9 归纳 得 


y。 — Ug 一 2g” 一 一 oa. 十 一 $ opt} = YY. 


刀 “ Zn 


. a 
limy, = limy，， 三 一 全 一 
2 hte 1 


27zr 生 ] ] 十 gr 


履 极 限 位 置 为 (于 地 "于 志 )* 它 与 原点 的 距离 为 


d= (Ts) + (rs) 加 让 二 
eaj ji 
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HH2 VV Tatl * Hn (A a 
求 li 
玉 一 >CO 


解析 Sy = lnz,, 则 由 ann — WE Ey 得 


1 
Vxi2 一 DF (Yt 下 
] 和 
.Yi Vntl = (i 一 允 2 = [— 训 ) (ys — Wid 


移 项 得 


Yate = Wi 一 ) ljn2 = Ya 
十 


故 imyss 二 之 ln2 lim[1 一 (一 去 ) ”|= 之 In2, 于 是 


limx, = | rs 一 lim eye = 一 和 : 


n=—?OG5 Me 


1.2.3 利用 夹 逼 准则 与 单调 有 界 准则 求 极 限 ( 例 1. 17 一 1. 26) 


HO—> 


2 nn 
1. 17( 江 办 少 200 | = 
例 1.17( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 求 lim( 忆 一 5 十 富生 F5 十 … 十 5) 


2 妆 2 
解析 ”利用 夹 通 准 则 , 令 z, - 十 2 二 一 是 一 区 于 
十 2 好 ”一元 


-= 
I 上 2 十 “十 7 Re i nh de 


Nj 十 证 和 到 十 了 
aa ma 十 DC2n 十] | 
lim = 和] 一 一 一 三 二 
6 尖 十 n> | 3 


。 1]127 。 


专题 ] 函数 与 极限 


人 nz 十 1)(22 十] ] 
一 ]im 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 3 


i es 

mw nn ie 1 nm 
二 
En n 3 " 


例 1. 18( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 求 limz| 二 | 


解析 由 于 | 二 | 私 二 二 | 到 |+1, 当 z>>0 时 


+]<1<dih: 


由 左边 不 等 式 推 知 limz| 二 | 三 1, 由 右边 不 等 式 推 知 limz| 二 | 这 1, 所 以 


当 开 之 介 肝 


由 左边 不 等 式 推 知 limz| 一 1 4 由 右边 不 等 式 推 知 limz| 二 | 所 以 


村 
limz| 二 |= ! 
Le 
因而 limz 一 |= ll: 
例 1. 19( 南 京 工 业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) ” 求 lim 
de 由 幸 


72 1 


1 1 二 2 一 si 
nl! 


解 原 取 ,过 J Mi 


fe a Sk ey seo mi De ln nk, ss 2 


nl nl 


0 起 


nT(n LD er A, mn 卫 


7121 nl 71 


i me | eo = 
因为 < 一 0, 由 夹 台 准 则 得 lim 一 一 一 一 下 一 一 0, 故 原 式 一 1 十 0 一 1. 


nl! 


例 1.20( 浙 江 省 2007 年 竞赛 题 ) ” 求 lim >, (nn 十 1 一 k&)(nCs)71. 
"=] : 
1 [下 + 二 
n nn nt WH 1 D2 


和 村 吉 六 


解析 》) Cn 二 1 一 上 (nC) = 
k=1] 


(如 一 上 时 nl 
本 二 


令 
21 31 41 (R= 1}} 721 
— 一 一 -一 一 we a = i 
I ly) " nn— lw3 xl Ka ; 
则 
NC 
8 27 mn Ee “(7 2) 
(nd 1)1 . (Zr.— 1 
TO Te 
由 于 
k! (27 十 1 一 &)1 a 
re py pe rs pe 
败 
21 31 121 
2 = 二 
中 元 27027 一 ]) -1 
又 因为 2 志 上 二 nn 时 
| (Rk: 171 . & 士 ] 
TT Pe < 
所 以 
zm 之 2( 二 十 二 十 … 十 二 ) 生 1 一 22 一 D1 过 3 
n nn 1 7 
又 
21 31 i 7 1 上 (zw 
2nd+l (2n 1)2n (272 十 1)22…(z 十 3) (22 十 1)27z (2 十 2) 
(nt 2} a (2n)1 
Dt 
由 于 
k! (27 一 大 十 271 
i Tn 
故 
m= Mt | 
(nT 1)1 


TT 


及 因为 二 委 帮 过 五 时 
. 14 oo 


专题 ] 函数 与 极限 


有 1 ee 
(272 十 ])272 (27 一 RA 十 3) (277 十 1)272 (27 一 有 十 2) 
| 
1> 志 二 <2n 二 1] 
所 以 
2 2 ， ， 2 2 Wy 一 各 
x 人 


于 是 Yn € {2,3,…}, 有 0 二 尺 达 3, 故 


i 


a 
72 ? n 7 nn 


k=1 . 


n 


lim > ， (Nn 十 1 一 k&)(nC*) 一 0 


| 二 | 


例 1. 21( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) ” 设 数列 {z) 为 zl 二 1yzm 二 V6 十 zn (n 二 
1.2,…) ,求证 数列 {xz,) 收敛 ,并 求 其 极限 . 


解析 ”因为 六 = 6 十 五 = 二 N17 六 1 二 去 ;归纳 假设 0 过 过 和 六 0 去 
6 + 二) < 6 i = oe i 云 < 人 二 二 zis 所 以 数列 {xz,} 单调 增 . 又 


Xi < 3; 归纳 假设 ,二 3 过 zi = 二 V6 十 过 V6 十 3 = 3; 所 以 数列 {x,} 有 上 
界 3, 应 用 单调 有 界 准 则 得 数列 {x,) 收 全 . 


令 却 习 A) 则 zn 一 A 二 A= V6 十 A > A = 3, 于 是 limzx, 二 3. 
例 1.22( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) ” 设 数 列 {x,) 为 x =V3,xs = 二 V3 一 V3， 


To 二 M3 一 V3 十 x (nn 二 1,2,…), 求 证 数列 {zx} 收敛 ,并 求 其 极 根 . 
解析 ”因为 


2— /3 > 
i 
VS 十] 


re ] 
ar ~ 4 i Swine 学 
< | VnT3—2 Vz 十 3 这 风 | 
下 
委 了 | 轧 1 | 


EE EE | [= y= 


e 于 名 
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| Zo = | | 


生病 
97 Da 3 一 | 


| ort) = Eee 
| 
出 于 lowsrs 3 一 本 一 11= 


zl 一 ], 故 limzx, = 二 入 虽 
例 1 23( 英 斯 科 动力 学 院 1975 年 党 赛 题 ) 设 和 = 二 By 二 证 (1 一 2a)x, 
十 a:(n 宇 1), 当 a,b 满足 何 条 件 时 数列 ( 工 ,} 收 伍 ?并 求 limzx,. 


解析 因为 一 二 二 ， , 即 Tn 单调 增 . 大 右 | Tn ; 收 伊 ， 
今 xT 一 A 法 A 三 a 由 


V3 一 1| = 0, 应 用 夹 通 准则 得 zw -> 1， 


x 十 (1l—2a)xr,Ta: Saada—1l1 寺 局 志 a 
则 4 一 1 志 65 声 
所 沟 。 姨 g 一 上 过 站 之 -a, 则 
二 


故 {z} 单调 增 , 有 上 界 a. 
于 起 WW 一] 委 玉 过 a, Hlimz, = 双 。 


例 1.24( 英 斯 科 轻 工业 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ” 求 正 整数 n, 使 得 
7 <6(1 一 1.001 一 0) < 一 2 十 ] 


解析 由 于 数列 | (1 十 过】 | 单调 增加 上 且 趋向 于 e, 所 以 (1 十 二 ) 二 e 又 
(1+ 了 二) 宕 2. 取 n= 1000, 得 


De CY OO CR 


让 < 一 (1.001)-i00 < 一 二 


] 1000 2 2 
= 一 ( i 
7 ~ | 1. 001 Te 3 


全 < 


于 是 所 求 正 整数 二 3. 
例 1.25( 莫 斯 科 公 路 学 院 1976 年 竞赛 题 ) 设 a 二 /二 0, 定 义 数 列 al = 
2 ,bh = Vab sa 一 全 广 和 ,pb = 0 = 让 vo = 
求证 :这 两 个 数列 皆 收 敛 ,上 且 其 极限 相等 . 
解析 由 于 
& 


专题 ] 函数 与 极限 


0 二 b= Vb = VW < a 


所 以 0 过 6 二 抽 过 ai 过 a 同 理 可 得 0 之 bb 之 bb 过 wz 之 ai, 0 二 bb 二 之 a 过 a 
归纳 假设 0 过 6 二 5 二 a 三 a1; 则 


三 Vb: 江村 和 We 
所 以 0 过 6 过 bi 三 anii 二 a,: 由 此 得 数列 {a} 单调 减 , 有 下 界 5; 数 列 15,} 单调 增 ， 
有 上 界 a. 应 用 单调 有 界 准 则 ,它们 和 丝 收 敛 . 设 
lima, => : 浊 limp, 一 


和 
在 w = 二 


当 Dr 3 V CC 两 边 令 2 ooo, 得 
2A=A+B, B=AB 
时 于 这 二 0 By 所 以 入 二 B, Bllima, Es limb,. 
例 1. 26( 英 斯 科技 术 物理 守 院 1976 年 竞赛 题 ) ” 设 lima, 二 A, limb, 二 B, 求 


证 ;数列 {c,) 收 伍 于 AB ,其 中 == 和 
解析 ”由 题 给 条 件 得 
a; = ATa,， b; 一 了 十 及 


这 里 a 一 0, B, > 0( -> co). 于 是 
纪 = 二 [CA 二 a) (B 十 忆 ) 十 (A 十 zj)(B 十 Bi1) 十 十 (A 十 a,)(B 十 妨 亲 
_ AnnLb E 
= AB+T (a 十 o ae Toa) rT (A 十 应 2 


+ 二 (mB, + eB Te 生生 
由 于 w 一 0, 所 以 We>0. J3N EN, 当 nN 时 |a, 过 家 


(a 十 az 十 十 aN 十 aNi 十 十 ow) 


| 寺中 | 二 |ann | 十 … 十 [a | ) 
nn 7 


| 


wm 
~—~、 
™— 


i 
, n 2 


翅 汪 | 生生 十 wp| 下 和 
nn 2 


“ JF 
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另 一 方面 ,由 于 lim 二 | 十 mz 十 … 十 ax| 一 0, 所 以 Ye>0, 3ME N, 当 n>MH 时 ， 
=|a 十 az Fon 上 放 Ye 让 0, 取 KK 二 max{N, MM), 则 当 n 二 KK 时 ,有 


(a 十 az 十 + Qk i 十 … 十 @&,) 


colm 
| 
mh 


i | 十 - 
一 


由 极限 的 定义 得 (a 十 az 十 … 十 oa) 一 0(02 一 co), 于 是 


lim 一 (al 十 中 十 …… 十 om) 一 0 
同 理 可 得 B, 一 0 时 ,有 
lm 全 (有 十 应 十 汪 十 B) = 一 0 
由 于 w 一 0, 所 以 了 之 0, 使 得 VE N, 有 | w | 一 人 ,于 是 
到 |m 忆 十 op 十 …… 十 mp pe 全 咏 汪 0: 证 | 
由 于 B 一 0 时 
lim 基 | 启 十 户 十 … 十 及 |= 
所 以 
lim (mB, 二 wp 十 … 十 wpi) 一 0 
综 上 ,在 (* ) 式 中 令 n 一 0, 即 得 lime, = AB. 
1.2.4 利用 两 个 重要 极限 求 极 限 ( 例 1.27 一 1. 30) 
例 1. 27( 莫 斯 科 财 政 金 融 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 求 


元 Ti r 
lim( COS 二 COS 二 "ecOs 二 ) . 


PO py 4 on 
ba 党 者 。 逻 ]  ， 
解析 “” 邻 工 一 cos 0s COs 访 , Ji] zx, sin 有 2sinz* 所 以 
x 
SINT 和 sinx 
limzx, = lim 一 一 一 -一 一 
pe en, EE ~ 
sin > 


es frr Ln 
例 1. 28( 浙 江 省 2010 年 竞赛 题 ) 求 极限 lim| Vn 让 | Me 
w 


专题 1 函数 与 极限 


解析 ”因为 
忆 ,Ee Vn l EL 
nl ] 二 Yn) 十 二 二 一 一 下 一 一 十 性 = 
ia = Vn+l+Vn < 2( Vn 十 1 十 Vn) 
日 
1 
lim dNR vn 人 tl V7 十 ] re 
re CD 1 
应 用 关于 e 的 重要 极限 ,有 


2tVatlNn) 7 1 

Vn — Vnt1 ee 0 
2( Vn 十 1 十 Vn) 

例 1. 29( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) ” 设 陋 数 f(z) 在 z= 二 a 可 导 , 且 f(a) 关 0， 


则 lim Eee] 2 ; 
f(a+=)-— a) 


原 式 = lim 1 er 


解析 记 w(n) = ray ` 则 limw(n) 一 0, 应 用 关于 e 的 重要 极限 公 
式 , 有 
/a si fta) 
原 式 三 lim(l 十 天 (元 ) De (a) 
] 
Wt )— fe) 3 
| ee f(a) 
= exp lim Kay 3 一 exp| fla) ) 
\ 好 


例 1.30( 全 国 大 学 生 2013 年 决赛 题 ) ”计算 


lIn(ar) 


inl ) 


lim | In(xlna)ln 


| (n> 1) 


解析 ”应 用 关于 e 的 重要 极限 ,得 
原 式 二 lim (In(1 i 


lnz — lna 


= In( lim (1 + na _ iin 


“0 nr 一 nz 
1 + lnlna 
= ln |exp | lim . 2lna | | = 2lna 
| Wa Li zine | 


。 ]9 。 
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利用 等 价 无 穷 小 因子 代 换 求 极 限 ( 例 1. 31 一 1. 33) 


J 


1. 2. 5 
例 1.31( 英 斯 科 高 等 技术 学 校 1977 年 竞赛 题 ) 设 
. me 有 ] 
re 1977 

一 【一 去 ) ) 


来 之 . 
解析 因 ?一 ce 时 1 一 (1 一 二 ) 一 至, 所 以 
了 n 
原 式 一 lim -一 一 全 一 二 加 lim | = le a 
sD wh 


因 右 端 极 限 存 在 , 且 极 限 不 为 零 , 所 以 工 一 1977. 
,了 其 必 ， 过] nF 
| 1. 32( 江 苏 必 1998 年 竞赛 题 ) lim 区 工 工 十 祁 上 一 工 二 < 一 
例 工 苏 省 年 竞赛 题 lim 


解析 ”应 用 极限 的 四 则 运算 法 则 ， ” 
原 式 = jim 交 上 1 一 素 一 = lim 和 
委 人 (1 ed eh 


= Nl 二 1 
_ 1 2/I Rl) | -1 
= lim 97 lim Lo 2 

In(1 十 二 (C7) 

已 知 lim a 本 一, 求 lm 二 学， 


例 1.33( 北 京 市 1996 年 竞赛 题 ) 

解析 由 于 xz 一 0 时 ,In(1 十 好 弛 )>0, 所 以 太 2 ->0, 且 
SIN27 SIN2X 

eS] ~ xln3 


f(x) )~ Iz) Tr ga 一 1 一 
2x ” 本 


if sin2x sin2 廊 


所 以 
J sin2zx/ _ Pi | fm) = 
六 -> ===] = 人 | 这 ] {0 og 21n3 


故 lim 做 = = 10ln3, 


1.2.6 无 穷 小 比较 与 无 穷 大 比较 ( 例 1. 34 一 1. 35) 
例 1.34( 西 安 交通 大 学 1989 年 竞赛 题 ) ” 当 z- 一 0 时 ,确定 下 列 无 穷 小 量 的 阶 


。I0 。 


专题 1 函数 与 极限 


数 : (1) tan( VX 十 2 一 V2);(2) a | ,(3) 3 
解析 (1) x 一 0 时 ,有 


tan( Wz 2 —y/2) = tan V2 ( Wl 寸 带 -1)~ 抽 (1+ 委 一 1)~ 


故 tan(Vz 十 2 一 V2) 是 1 阶 无 穷 小 . 
[2 w= 时 1 r 一 1 ~~ 计 既 , 故 V1 十 泊 一 1 是 己 阶 无 穷 小 . 


(3 zw 一 0 旱 , 有 3 一 1 一 er 一 ] 一 MEln8 杖 3 一 ] 是 广 阶 无 穷 小 . 
例 1.35( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) ”对 充分 大 的 一 切 x,5 个 函数 1000* ,e”， 


log,, x i hi 中 最 大 的 是 
解析 因为 x 一 二 oo 时 ， 指数 函数 比 宪 函 数 为 高 阶 无 穷 大 ， 蝴 盟 数 比 对 数 明 数 


为 高 价 无 穷 大 ,上 且 本 题 的 三 个 指数 肾 数 中 、 指数 J 比 xln1000,3z 又 是 高 阶 无 


穷 大 ,所 以 5 个 函数 中 em” 是 最 高 阶 无 穷 大 ,因此 最 大 . 
1.2.7 连续 性 与 间断 点 ( 例 1. 36 一 1. 41) 
例 1.36( 江 苏 省 1998 年 竟 赛 题 ) 求 lim | sin(x Vn 十 n)|. 
解析 因为 

| sin(x VE Tn) | = |sinLnr it CAE TR — nn] 


-= | sinzfr 。cOSCV7 Hn mnNnnxdt cosnze sin( Vn 十 2 一 7 站 元 | 


sin(Vn nn Ee 


= | 让 十 《一 as 二 V2 十 n | 一 


n | 
= | | 


2 ee 
nn 二 n | 1 十 A 二 


所 以 


lim | sin(x Vn 十 1) | ER Jimsin 


] re 十 一 
例 1.37( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) 设 困 数 f(x) Ph 上 上 有 有 定 闵 ， 
在 去 三 0 处 连续 , 且 对 一 切实 数 xz) ,x 有 zi 十 她 ) 三 了 f(z) 十 f(zo), 求 证; f(z) 
在 (一 ,十 co) 上 处 处 连续 . 
解析 在 f(zi 十 Zz) 三 f(z) 十 f(xz) 中 令 zz 二 x2 三 0, 可 得 (0) 三 0. 因 
f(z) 在 z= 二 0 处 连续 ,所 以 
ee 二 
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limf (7) = fC = 
Vze € (一 ce， 十 ee)， 令 工 一 zo 王 力 则 
lim f(z) = limf(zo td) = lim(f(z0)+ f(2)) 
= f(xo) limf(t) = f(x0)+0= f(r) 


所 以 f(x) 在 xo 处 连续 . 由 xo € (一 oo, 十 ce) 的 任意 性 , 故 f(zx) 在 (一 <, 十 co) 
上 处 处 连续 ， 
” 例 1.38( 南 京 工业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) ”函数 f(x) = 
间断 点 为 
解析 果 数 f(x) 有 间断 点 x 二 0 与 zx = 1. 由 于 


JT 二 z1in1z1 的 可 去 


1 
limf (7) 一 linzln | x | = im 一 im- 一 lim( 一 z) 一 0 
I J 
所 以 工 = 二 0 为 f(x) 的 可 去 间断 点 . 由 于 
如 
和 一] 
T=] 汗 -1 二 一 7T-»] 十 ] 
得 
Win Ns Ye Es Hi 2 
+-* | 一 一 | re] =— 1 
所 以 z= 二 1 是 f(z) 的 跳跃 型 间断 点 . 
例 1. 39( 精 选 题 )“ 设 f(x) 一 一 所 一; 有 可 去 间断 点 z+ 二 1, 求 a 和 6 
的 值 . 
解析 因 浆 一 1 为 可 去 间断 点 ,所 以 一 1 或 5=1 当 太 = 王 1 时 , 直 于 


ee 
ek 


不 合 题 意 . 当 & = 二 1 时 ， 要 lim 一 一 和 一 六 存在 ,必须 5b 一。. 当 5 一 e 时 ,有 


es {lt + 
x (TT— 1)(T=e) -1 (to 1)(z—= €) ] 一 6 


符合 题 意 , 所 以 下 一 1:6 二 志 
例 1.40( 精 选 题 ) ” 设 F(Gz) 对 一 切实 数 满足 f(z) 二 f(z), 有 目 在 x 二 0 与 x == 
1 处 连续 ,求证 : f(x) 恒 为 常数 . 
:WY 
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解析 Vzo 之 0 一 Fn) = f(VE) = f(r) = f(x8) = = f(r), 
由 于 nn 一品 时 w= zo 一 1, 且 f(z) 在 z= 1 处 连续 ,所 以 


1 


f(z0) = limf (zo) = limf(u) = f(1) 


Va 0O=> FAB = fa = ff | 1 A 辣 |#) = … 
f(| zx ER ;于 是 


7 
fxi) = mn 下 | 2 一 limf(u) = f(1) 


由 于 f(z) 在 二 0 处 连续 ;所 以 f(0) = 二 了 (1 六. 元 Yx€ Rflzx) = 了 (1). 

例 1.41( 北 京 市 1992 年 竞赛 题 )” 设 限 数 f(x) 在 (0,1) 上 有 和 定义 , 且 郑 数 
ef(z) 与 图 数 e 7 ”在 (0,1) 上 都 是 单调 递增 的 ,求证 : f(x) 在 (0,1) 上 连续 . 

解析 ”对 YxoE€E (0,1), 证 明 f(zx) 在 zxo 的 连续 性 ,首先 考虑 右 连 续 . 

当 0 过 吉 达 之 1 时 ,由 于 ev 单调 递增 , 圳 6E 9 过 /可知 


fn) 2 fz) 
又 因为 ef (x) 单调 递增 , 故 ew f(xzo) 过 @f(x) ,得 
emf (x0) < fr) < fm) 
在 上 式 中 令 工 一 xzo ， 由 夹 通 准则 郑 lim f(z) = 二 f(zo), 即 f(x) 在 zo 右 连 续 . 同 理 


可 得 其 左 连续 性 . 
由 此 f(z) 在 zo 是 连续 的 ,由 在 (0,1) 内 的 任意 性 知 f(x) 在 (0,1) 上 连续 . 


1.2.8 利用 介 值 定理 的 证 明 题 ( 例 1. 42 一 1. 46) 


例 1. 42( 浙 江 省 2011 年 竞赛 题 ) 证明: [x jj 十 x = 二 [Lx] 十 x 存在 一 个 非 整 
数 解 ,其 中 Lxj 表示 不 大 于 xz 的 最 大 整数 . 
解析 令 
f(x) 三 过 一 天 十 [过 | 一 [| 


由 于 2 < 3 之 (VE.9) 到 3 一 (的 六 二 (5 5) 之 4, 故 当 zE& [3 ,V3.9] 
时 ,[z2] 一 2,[zo = 3, 于 是 


fr = 
显 见 f(x) 在 [V3 ,V3.9] 上 连续 . 由 于 
f= 0 FYII) =2.90— VIS0 


应 用 零点 定理 , 必 3]&€ (Y3 ,V3.9), 使 得 f(&) ==0. 由 于 [V3 ,V3.9]CC(1,2), 故 
5 于 
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EE€ (1,2); 即 f(x) 一 0 至 少 有 一 个 非 整 数 解 ,于 是 Lz 十 x 一 [Lz | 十 z 至 少 存 


在 一 个 非 整 数 解 . 
例 1. 43( 北 京 市 1992 年 竞赛 题 ) 已 知 


Ftd) SE CIC — CO TE et COs 
求证 : (1) 对 于 任何 自然 数 坟 ,方程 /,(z) = 志 在 区 间 (0, 圣 ) 中 仅 有 一 根 ; 
(2) 设 zs € (0 了 于) 满足 声 (z,) = 地, 则 limz, = 至. 
解析 (GD 已 知 万 (z) 一 1 一 0 一 cosz)"E C| 0， | (0 = 1, a j= 


mt 
"2 2 
0, 则 由 介 值 定理 知 ,对 于 € (0,1) ,存在 xz, € (0, 皇 ), 使 得 f(z,) 一 二 .又 


) 


f(x) =—n(l—cosx)" sinr <0, xE (0， 


5 上 9 


因此 f(x) 在 ( 0, 于 ) 上 严格 递减 , 故 z, 是 惟一 存在 的 


(2) 由 f, (arceos ~ )= 1 一 (1 一 二 | 


nn 
lim/, (arccos = )= eh 
故 存 在 正 整数 Ns 当 nN 时 ,有 


. (arccos =)> 加 = f(x,) 


由 于 f,(z) 严格 递减 ,所 以 arcecos 二 -一 局 一 互 . 令 w->co, 则 arccos 一 一 一 于 ,应 用 


严 通 准则 可 得 limz， = 且 、 
例 1. 44( 浙 江 省 2008 年 竞赛 题 ) (1) 证 明 户 (z) = 二 x 十 nz 一 2(n 为 正 整 数 ) 
在 (0, 十 co) 上 有 惟一 正 根 a,;(2) 计算 lim(] 十 ai )". 


解析 (1) 由 于 广 (0) = 一 2 一 0, 记 (二 )= (=) > 0, 故 在 | 0, 万 | 上 应 用 零 


n 
点 定理 , ja; 和 (0:)c (0, 十 55), 合 起 (6) 三 太 又 了 (2) 三 WE 有 有 守 0y3 
E (0, 十 co0), 即 f(x) 在 (0, 十 cco) 上 严格 单调 增 , 故 在 (0, 十 5o6) 上 有 惟一 正 根 有 a. 
二 南开 司 枯 = 短 几 呈 一 全 二 和 旦 一 生 过 忆 , 拔 
n 7 好 ni ni 


» 24 。 


进一步 得 a € (三 一 点 ' 汪 六 因 此 


(1 圭一 二 ) < 人 二 ao 到 (1 十 全) 
a 
(1 十 二 ) = (1 十 二) -> 人 
和 


应 用 夹 通 准 则 知 limt(1 十 a,)" 二 @. 

例 1.45( 北 京 市 1994 年 竞赛 题 ) 设 户 (zz) = 并 十 妇 十 十 也 (2 一 2,3,). 
证 明 ; (1) 方程 f(x) = 1 在 [0. 十 ceo) 内 有 惟一 的 实 根 zx,;(2) 求 limzv. 

解析 〈1) 由 题 可 知 f; (x) 在 L0,1]」 上 连续 ,年 f,(0) 一 0: 廊 (1) 一 2 过 1. 由 
介 值 定理 知 , 3 二 E (0.1) ,使 得 六 (z) 三 1. 又 六 (zz) 三 1 十 27 十 十 ?一 二 0， 
工 宇 0,; 即 f(x) 在 [0., 十 se5) 上 严格 递增 , 故 f(x) =1 在 L0, 十 es) 内 有 惟一 的 实 
根 z,. 

(2) 由 (1) 知 , Yn 和 宇 2; 有 0 过 x 之 1, 故 数 州 (zx 是 有 界 的 ; 又 所 (zx) 二 1 = 
fr xn) Bh 

Xi 十 可 十 一 十 下 二 Tw 十 3i 十 一 十 X41 十 中 
移 项 得 
(一 [1 十 (zw 十 X00) 十 中 十 (7 十 XT 六 ng 十 十 X 守 1! ) | 
= 人 

故 工 二 Zis* 即 数列 (2 ) 单调 减少 . 据 单 调 有 界 准 则 知 数列 {z, 收敛 ， 

由 0 一 性 二 地, 且 0 二 必 二 1 应 用 夹 逼 准则 ,得 lim 忆 = 0. 又 


7 pr ( ] Eee by ) 
Xi] 
= 


-全 二 1. 解 得 A 一 却 , 所 以 limz; = 地 


例 1.46( 精 选 题 ) 已 知 函 数 f(z) 在 闭 区 间 La,5| 上 连续 ,是 f(a) = Fo) , 求 
证 ; 了 Eu 及 ,使 得 f(&) = | 


今 zx, 一 A(n -> 5°0), 则 


* 2 。 
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解析 今 F(x) = 7(z 十 2 二 <) 一 zz 和 [| 


F( 六 2) 一 f(D)—f(S)= fw—F (0), F(a) = f (45)— fo) 


F(s ， “)] Fa) 一 一 Fa) 一 天 3 )] 二 0 


?时 ,& = 4 


(1) 当 f(a) = 判 2 


(2) 当 f(a) 关 了 (3 ) 时 ,应 用 零点 定理 ,3 € {a23 ) ,使 得 FL) 一 0, 即 


) 


f(€) = 4(é 


练习 题 一 


1. 已 知 函数 f(z) 在 区 间 (4,6) 内 连续 , 且 Fe 十 ) ,80 一) 都 存在 ,; 则 f(x) 在 
(a,b) 内 ( 》 

A. 有 最 大 值 B. 有 最 小 值 C. 有 界 D. 无 界 

2， 设 二 天 一 十 太 z 寺 当当 严 三 和 时 ,考研 天 , 求 f(z) ,zl 


3， 设 西数 f(x) 请 号 sinf(x) 一 3sinf (3x)= za fz. 


求 jim( 六 十 艺 十 训 十 下 十 全 一 ). 


2 
8 设 完 寺 2 ls 
6. 设 lim( 并 十 +x 一 ax 一 6b) 二 0, 求 a 与 6b 的 值 . 
7. 求 下 列 极限 ， 
(1) lim (cos VX 十 1 一 cosVr); (2) lim (sin 二 十 cos 二 ) ， 
人 一 人 和 十 地 为 
3 上 Ge 2)In(l + x)arcsinr (4) lm arctan: (x 十 3) 
i 
(sy lim 2— St mi ) CB Hipy Lt 
Ee tan’ 并 7 到 
时 
《了 》 lim(Ccosrz)7 ; (8) lim xz( Vr 十 100 十 zx); 


(9) lm Tarn Ee Dy 


V5 十 证 一 1 十 多 十 4 十 去 一 ] txtl 
(10) lim 
VX + Sinx 
a i 


专题 ] 函数 与 极限 


8. 设 六 三 1z = 二 1 十 一 一 一 ,n= 二 1,2,…, 试 证 明 数 列 {x,) 收敛 ,并 求 其 极限 . 


| 1 


9， 设 六 一 ZrH 十 V ] 一 Z 一 0,7 一 1,2,…, 试 证 明 数 列 (xz,} 收敛 ,并 求 其 


极限 . 


10. 


求 扩 计 六 三 lim W122 Cx SS 07. 


. 设 f(z) = lim 三 一 贞 全 -二 人 为 连续 函数 , 试 确定 和 2 的 值 


Zn 十 1 


.讨论 孙 数 f(x) 三 Jimarctank ] 十 xX") 的 定义 域 . 连 续 性 ; 匣 有 间断 点 ,指出 


. 证 明 :方程 zx 一 2sinz 二 0 在 (到 ,x) 内 恰 有 一 个 实 根 . 

. 证 明 :方程 Inz = ax 十 b 至 多 有 两 个 实 根 ( 其 中 a,6 为 常数 ,a 之 0). 
证明: 方程 e = 六 ez? 恰 有 一 个 实 根 

. 证 明 : 方 程 27 == 1 十 x 恰 有 三 个 实 根 . 


% DF % 
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专题 2 一 元 函数 微分 学 
2. 1 基本 概念 与 内 容 提要 


2.1.1 ”导数 的 定义 
/ ef . RG fa | ， _/ 
f (a) < lim ta 二 ]) (a) _ i (也 (a) 
D—0 | 和 一 


/ def ., 全 [一 A(O 【县 一 (OO) 
f (0) = lim 画 


= 村 


2.1.2 左右 导数 的 定义 


def .. = 六 | F(x) 一 f 
f(a) 1 jim oe (a) iy (XE》 (a) 


= 二 Twi Ny et /1/ 


/ ~ def . fa Lo— fla) | Sm 
fi (a) lim fe a} Ee Fr Fey 


六 -1 十 ef i ”/ 


左 导数 f(a) 不 同 于 导 忒 数 f(x) 在 zx 一 & 的 左 极 限 Fa 一 ); 右 导数 f(a) 
不 同 于 导 函 数 广 (z) 在 x 二 a 的 右 极限 f(a 十 ). 可 以 证 明 : 当 f(x) 在 x 二 a 处 连 
续 , 导 函数 廊 (z) 在 x 二 a 的 左 ( 右 ) 极 限 广 (a 一 )(f (a 十 )) 存在 时 , 则 左 ( 右 ) 导数 
f(a)(f(a)) 必 存 在 , 且 fC0) = 二 了 (a 一 (所 (0a) = 二 了 (a 十 )); 当 f(x) 在 x = 二 上 a 
处 不 连续 时 ,上 述 结论 不 成 立 . 


2. 1.3 微分 概念 
1) 可 微 的 定义 : 若 f(x) 在 zx 一 & 处 的 全 增 量 可 写 为 
Af(z) ee fu NE flny = AAZ AR) ( 关 ) 


时 , 称 f(x) 在 x 二 a 处 可 微 . 

定理 1 当 f 在 x = a 处 可 微 时 ,了 f 在 zx == a 处 必 连 续 . 

定理 2 函数 在 zx 一 & 处 可 微 的 充 要 条 件 是 了 在 z 一 & 处 可 导 , 且 (* ) 式 中 
的 A 王 天 《全 和 

2) 微分 的 定义 : 当 函 数 f 在 x = 二 a 处 可 微 时 ,和 在 z = a 处 的 微分 定义 为 


df Cz) -时 Fo)dz 
i 


专题 2 一 元 函数 微分 学 


一 般 的 ,有 
df(z) 一 天 (zydz 
2.1.4 基本 初等 函数 的 导数 公式 


(WY = GY 一 orlna， (er = 


7 ] 1 
(log, | x |) en (ln | x |) ti 
/ ’ ” 4 / ’ 
(sinx) = cosSzs (cosz) =—sinx,s (tanzx) = sec’x» (cotr) 一 一 CSC7 
/ / 
(seer) = Secxztanz。 (cser) =— esexcotz 
| / ] / 一 ] 
(arcsinx) 一 一 (arccosx) = FEEE 
本 se 
1 ] / 一 1 
(arctanx) 一 sy (arceotx) = 3 
] dT- 文 “ 1 


、 / ] lr ,1 
熟 记 两 个 函数 的 导数 :Wz)' = 一声 ,元 】 一 一 去 : 


2.1.5 求 导 法 则 
1) 四 则 运算 法 则 : 设 函 数 .wv 可 导 , 则 
(Utv) =u tv 


(www) =uv+uw, (uu) =o (cER) 

= (wy 的 

2) 复合 函数 链 锁 法 则 
(foxz))) = f (9(7)) sp (7) ， 


3) 反 因 数 、 隐 函数 与 参数 式 晒 数 求 导 法 则 
4) 取 对 数 求 导 法 则 


flx) = fOrYn | flr) | 
2.1.6 高 阶 导 数 
1) 几 个 高 阶 导数 公式 
I en 刷 。 5 Si Br SAM x ,me - 
CSInx) = sin(z+n 1 (COSX) cos (2 = 二 | 
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(一 ) = (一 1 2 (nr) 一 (一 1)” 2 
了 厅 x ey 
yp 
Ca = a (0 和 


2) 参数 式 阴 数 的 二 阶 导数 
3) 分 段 图 数 在 分 段 点 处 的 二 阶 导 数 
4) 菜 布 尼 效 公式 : 设 函 数 wp 皆 7 风 阶 可 导 , 则 


= / i 
(wu )™ Es Uv Cu Dy, 十 “十 (CC 17 了 | } -站 wo 


2.1.7 微分 中 值 定理 


定理 1( 费 马 定 理 )” 若 函数 f(z) 在 xz 二 a 的 某 令 域 U 上 定义 f(a) 为 f 在 U 
上 的 最 大 或 最 小 值 , 且 三 在 二 a 处 可 导 , 则 f(a) == 0. 

定理 2( 罗 尔 定理 ) ”和 铬 轴 数 FCz) 在 La,p| 上 连续 ,在 (c,p) 内 可 导 , 且 f(a) = 
f(D), 则 3&E€ (ap) ,使 得 f(8) = 0. 

定理 3( 拉 格 朗 日 中 值 定理 )” 知 哺 数 f(x) 在 La.b]」 上 连续 ,在 (a,68) 内 可 导 ， 
则 导 & E€ (a,b) ,使 得 


f(6)— fla) = f (€) (6— a) 


定理 4( 柯 西 中 值 定 理 ) ”奇遇 数 f(x) 与 g(x) 和 丝 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 
可 导 , 且 g(x) 关 0, 则 3&€E€ (a,6b) ,使 得 


2.1.8 泰勒 公式 与 马克 劳 林 公式 
1) 坷 f(x) 在 x 二 a 的 某 邻 域 U 上 (xn 十 1) 阶 可 导 ,; 则 Yx EU, 有 


jy = Fl tf (r+ 二 二 Ca 


称 (1) 式 为 f(x) 在 z 二 a 的 n 阶 泰勒 公式 ,R,(x) 称 为 余 项 ,有 


一 Crt1) es rtl 
民 XE) Ce gi (£2 (EO— > (2» 
或 
KR (lw) = OT (3) 


其 中 & 介 于 a 与 x 之 间 , 并 称 (2) 式 为 拉 格 朗 日 余 项 , 称 (3) 式 为 皮 亚 诺 余 项 . 
2) 若 f(x) 在 xz 二 0 的 某 邻 域 U 上 (十 1) 阶 可 导 , 则 Yxz EU, 有 
s 光 果 二 
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Fay = A e+ yf OY eae Oa + fa) (4) 


称 (4) 式 为 f(x) 的 马克 劳 林 公式 . 
3) 几 个 常用 函数 的 马克 劳 林 公 式 : 
1 


人 一 i se < ow ) 
21 31 nl 


Si = |); 十 i em se 十 o(x "1!) 


31 (2m 1 
1 


a | Ne 
COSE = 1 31 + | 十 (一 Con) 


] 


| -一 下 


下 十 oCZz2n ) 
二 1] 十 十 Xx 十 … 十 x" 十 0(X") 
In(l1] —x) 一 一 工 一 一 并 一 一 XC 一 一 二 2 


2.1.9 洛 必 达 法 则 
在 某 极限 过 程 中 (下 面 以 x 一 a 为 例 ), f(x)->0,g(z) 一 0, 则 称 limC 为 2 


型 的 未 定式 极限 . 类 似 的 ,有 二 型 ,0 .ce 型 ,ce 一 c 型 ,以 及 1” ,0" ,oo" 型 的 未 定式 
的 极限 , 洛 必 达 法 则 是 求 上 述 未 定式 的 极限 的 好 方法 . 
D 二 型 的 未 定式 的 极限 


定理 1( 洛 必 达 法 则 [ ) ”和 若 在 某 极 限 过 程 中 (下 文 以 二 a 为 例 ), 有 
(1) f(x) — 0yg(7r) — 0; 
(2) f(x),g(z) 在 zx == a 的 某 去 心 邻 域内 可 导 ,g (x) 关 0; 


(3) lim 2 一 A( 或 oo)， 
则 有 


lim £5 一 im 万 全 — 二 A (或 ce) 


2) 二 型 的 未 定 E 式 的 极限 


定理 2( 洛 必 达 法 则 [) ” 硅 在 某 极限 过 程 中 (下 文 以 x 一 a 为 例 ) ,有 
(1) f(x) — cyg( 元 ) —» oj 
(2) f(zx) ,g(x) 在 x = 二 a 的 某 去 心 邻 域内 可 导 ,g (x) 关 0; 


ay Ti = A 
T*u (元 ) 


dH 
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下 


则 有 


3) 其 他 型 的 未 定式 的 极限 
对 于 0，covce 一 co 型 的 未 定式 ,总 可 化 为 二 或 三 型 的 形式 ;对 1 ,0 ,oo" 型 
的 未 定式 wr, 有 
u" = exp(vlnu) = exp( 4 | 


] /也 


扯 归 2 


O CO 
/让 0 或 一 型. 


2.1.10 导数 在 几何 上 的 应 用 


1) 单调 性 

可 导 函 数 f(x) 在 区 间 Z 上 单调 增 ( 减 ) 的 充 要 条 件 是 f(z) 宇 0( 达 0). 车 了 f(z) 
>0,rE2Z, 则 大 xz) 在 Z 上 严格 增 ; 荐 了 (x) 二 0,x € 2Z, 则 f(z) 在 Z 上 严格 减 . 

2) 极 值 

可 导 函 数 f(x) 在 x = 二 a 取 极 值 的 必要 条 件 是 f(a) 一 0. 反 之 , 若 矿 (ca) ==0, 且 


f(r—a)o0 (ZO 


这 里 工 在 zx = 二 a 的 去 心 邻 域内 取 值 , 则 f(a) 为 f(x) 在 一 个 极 小 值 ( 极 大 值 ). 知 
F(a) ==0, 了 (a) 之 0(<0), 则 f(a) 为 f(zx) 的 极 小 值 ( 极 大 值 ). 

3) 最 值 

设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ,zx; € (a,b) 是 f(z) 的 驻 点 ( 即 扩 (zx;) 一 0)， 
x; € (a,b) 是 f(x) 的 不 可 导 点 , 则 f(x) 在 La,b] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 分 别 为 


max f(z) = max{ f(x), f(x;), fla), f(b)} 
min f(x) — mint fr), fOr Fa) FCDY} 
4) 四 凸 性 、 拐 点 
设 f(z) 在 区 间 Z 上 二 阶 可 导 , 当 了 (zx) 请 0 时 ,f(xz) 在 Z 上 的 曲线 是 四 的 ; 当 
了 (xz) 二 0 时 ,f(zx) 在 Z 上 的 曲线 是 凸 的 . 二 阶 可 导 函 数 f(x) 有 拐点 (ec, f(a)) 的 
必要 条 件 是 六 (a) = 0. 反之 ,车 了 f(a) = 0, 且 


大 (zz)( 并 一 aa) 尖 0 


这 里 垃 在 z 三 za 的 去 心 邻 域内 取 值 , 则 (a,f(a)) 是 f(x) 的 拐点 . 
5) 作 咕 数 的 图 形 
首先 考察 函数 f(x) 的 定义 域 , 是 否 有 奇偶 性 .周期 性 ,是 否 连续 ; 第 二 步 求 
广 (z) ,确定 驻 点 与 不 可 导 点 ,判别 f(x) 的 单调 性 . 求 其 极 值 ;第 三 步 求 六 (Cz) ,确定 
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四 西区 间 , 求 出 拐点 ;第 四 步 考察 过 2 时 f(x) 的 曲线 的 走向 , 即 求 y= f(x) 的 
渐 近 线 ;最 后 作 y = f(x) 的 傈 图 . 

6) 渐 近 线 

(1) 铅 直 渐 近 线 : 若 limf(x) = 吕 或 limf(x) 一, 则 工 一 4 是 y = f(x) 的 
一 条 铅 直 渐 近 线 . 

(2) 水 平 渐 近 线 : 若 lim f(x) 二 A, lim f(x) 二 BC(A,BE R), 则 y==A 与 y= 
B 是 y = 二 f(x) 的 两 条 水 平 渐 近 线 . y 二 f(z) 的 水 平 渐 近 线 最 多 有 两 条 . 

(3) 斜 渐 近 线 

者 lim Lz 一 以， lim (f(z) 一 az) 二 5b, 则 yy = ar 十 6b 是 y = f(z) 的 一 条 斜 


渐 近 线 ;在 lim Lr 一 cv lim (f(z) 一 cz) 二 d; 则 y= 9 十 d 是 y = f(z) 的 一 
条 斜 渐 近 线 . 


y 三 f(z) 的 斜 近 线 最 多 有 两 条 :y 二 f(z) 的 水 平 渐 近 线 与 斜 渐 近 线 的 总 条 线 
最 多 有 两 条 . 


2.2 “区 费 题 与 精 选 古 解 析 


2.2.1 利用 导数 的 定义 解 题 ( 例 2. 1 一 2. 8 ) 


例 2. 1 北京 市 1994 年 竞赛 题 ) ” 设 函 数 了 f(x) 在 (一 号 ,十 2) 内 有 定义 ,对 任 
意 z 都 有 f(x 十 1) = 2f(z), 且 当 0 才 过 1 时 f(x) 三 zz 一 好 ), 试 判断 在 zx 三 
0 处 函数 f(x) 是 否 可 导 . : 

解析 当 一 1 寺 x 二 0 时 有 0 过 x 十 1 二 1. 故 


i = 廊 f (z+ = 方 (十 本 人 人》 


一 于 (x 十 1)(2 十 zx) 一 0 
六 (0 = lim EL im 一 一 一 一 一 一 一 1 


了 一生 人 一 a 


f+(0) = lim PDEHY 一 lim iE 0 
i ww) Fy i —w {H+ a 
由 于 0) 流放.(0%5 敬 f(z) 在 z= 二 0 处 术 可 导 . 
例 2.2( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 设 1z) 可 导 ,FCz) = 二 f(x)(1 十 | sinz |), 欲 


使 F(z) 在 x ==0 可 导 , 则 必 有 0 ) 
A FS=0 B. f(0)=0 
C. (0) 十 广 (0) 一 0 D. f(0)— ff (0)=0 


解析 由 寻 数 的 定义 .有 
SS 
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【元 ) fx) | Sinaz | 一 f(0) 


下 《元 让 一 FC(O) 


F (0) a lim 
和 = lim 大王 一 大 十 了 mf 0) | sinz | 


了 ”人 


= (0) 十 f(0) lim 


| sinx- | 
a 


因为 lim 3951 二 1, lim 上 -sinz | 一 1, 所 以 要 使 上 式 右 端 极限 存在 ,必须 了 0) 


T7200— 
=0. 散 和 渤 及 
例 2.3( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 设 当 工 三 0 时 了 Csinz) 全 PCsinz)， 


f (02 天 到 则 汽 0 一 
解析 因为 f(x) 在 x 二 未 可 导 ， 所 以 f(x) 在 工 拓 0 处 连续 . 应 用 导数 的 定 


义 得 
sinz) — 0 _ i f (sinzx) 一 f(0) ， Snr 一 f° 00) 


Fr 人 sinz 


d i 
gz sinz) | = li 


人 -= 


全 PCsinmD| = lim/ Sm /0 oo lim Sm — /0 ,fesinz) + £0)) 


IT 人 a 工人 


= 27(0) .lim 一 Sn 一 2f(0) 。 户 (0) 


sinx 


由 题 意 得 (0) 二 2f(0) .了 (0) ,因为 (0) 关 0, 所 以 f(0) = 方 


例 2.4( 北 京 市 1991 年 竞赛 题 ) ” 设 了 是 可 导 果 数 ,对 于 任意 实数 *,L 有 
和 
且 (0) == 1, 求 函数 f 的 表达 式 . 
解析 令 s 二 0, 得 
Fo 二 iD 一 ro) = fF) =0 
故 
lim PR = lim 大 全 一 大 一 (0) =1 


Lt—>0) 1—»*0 


fC = lim 一 < = lim +2 =1+2 


{—>() —»({) 


积分 得 f(s) 三 十 $s 十 c, 由 f(0) 三 0 得 c 三 0. 于 是 f(s) = 十 5 
n(x—1) 
例 2.5( 精 选 题 ) 设 f(x) = lm 王后 -二 全 十 4, 求 f(z) ,并 讨论 f(x) 的 


1 十 ge 中 (三 一 | ) 
连续 性 与 可 导 性 . 
。* 34 。 
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解析 ”根据 题 意 ,有 f(1) = 50 Fa 中 防 , 目 汉 x 汪 1 时 二 民 , 尖 之 1 


时 fin) ==ax 十 刀 则 汉 z 才 和 出 ,AO1 一 一 g 半 BJ 放 13 入 一 1 数 当 ga 丰 = 0 
十 2 十 b = 二 1, 即 a 十 b= 二 1 时 ff 在 X= 二 1 时 连续 ;有 征 f(1)) 王 工 


a 
FY = ln RR in 2 二 一 一 lin 这 = 
el X= w= rel— ] 
AD = 大 到 二 长 jm 
r-e] 二 T= x> 计 下 一 】 


于 是 仅 当 a = 2,6 = 一 1 时 ,ff 在 x 二 1 处 可 导 . 
ar 十 psinz 十 C， 光志 从 5 
f(x) 一 
lIn(1 十 之 )， rs 


试问 a,b,c 为 何 值 时 ,f(x) 在 工 二 0 处 一 阶 导 数 连续 ,但 二 阶 导数 不 存在 ? 
解析 因 /0 一 ) 一 c，FC0T) 二 0, f(0) 二 cc, 又 f(z) 在 x 二 0 连续 ,所 以 


¢ =) 出 
i a i Cx FAO ji ee beinre—0 
r-0- 芯 a a 
及 (0) = lim ftx) = f(0) _ lim In(1 二 到 me 
所 以 5 二 1, 且 
[Za EO 区 二 0 
Fezy = 克 工 一 0， 
和 下 > 


因 f(O0 瑟 二 1, (0 有 =1, (0) ==1, 故 6=1, c=0 时 f(x) 在 x= 0 处 连续 . 
六 


ar oe= 
lim i 2 


7 全 [| 


ee 
ee i 


a DG 
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则 当 2a 天 一 1, 即 a 天 一 六 时 f(z) 在 z 一 0 处 二 阶 不 可 导 . 


综 上 ,a 关 一 方 ， b 二 1, c 二 0 为 所 求 之 值 . 
例 2.7( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 已 知 f(0) = 0,， 了 (0) 存在 , 求 


lim|#( 广 +( 训 )++… 十 f( 坊 ) 
解析 因 f(0) 天 0， 广 (0) 存在 ,所 以 


J 
We ee 


了 一 > 并 一 和 CC 民 
2 


7 722 
这 里 有 = 二 1,2,… ,7 于 是 ?一 ce 时 
f( 沪 )= #00) 三 二 十 o( 广 ) 


访 十 号 十 


原 式 一 lim| f (0) (= 十 … 十 可)+aso( 翅 ) | 


n 
z Fnnt 1) | 
= lim fe =37f(0) 
例 2.8( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) ” 设 命 题 : 硅 限 数 f(x) 在 二 0 处 连续 ,是 
lim Pf a Ca & 两 


x—*D 


则 f(z) 在 z= 二 0 处 可 导 , 且 f (0) ==&a. 
判断 该 命题 是 否 成 立 . 若 成 立 , 给 出 证 明 ; 若 不 成 立 , 举 一 反例 并 作出 说 明 . 


解析 方法 1 命题 成 立 . 因为 im 大王 一 大 一 w， 所 以 


72 = 了 (十 枉 十 52 (E> 0) 
此 式 等 价 于 


f(z) = 有 地 二 ar 十 o( 子 )= j( 玛 ) 十 广 az 十 去 o(z) 


之 
2 
= 了 (地 + 十 去 (az 十 oCz)) ( 工 一 0) 


由 此 可 得 
5 


人 人 十 6 )+ Lie Ow 


[De) 


务 十 部 jaz 让 


一 … 二 了 ( 丢 ) 二 (去 十 瘟 十 这 十 … 十 记 


上 不 病 十 活 ax 十 oz)) (x= 


由 于 lim (地 + 茧 十 “十 高 )= 1 ,lim 于 二 0, 上 且 f(x) 在 z 一 0 处 连续 , 则 在 上 式 
中 令 n 一 oo, 可 得 
Fa es WO eo 
应 用 可 微 的 定义 得 f(x) 在 工 二 0 处 可 导 , 且 三 (0) 一 4. 
方法 2 命题 成 立 . 因为 im 太一 大 一 o， 所 以 


fl(27x)— f(x) 一 0 十 za (xr—=0Ha(xz)—»0) 
由 此 可 得 


将 上 述 nn 个 式 子 相 加 ,得 


=)= (志士 二 十 贡 于 * + Jar 十 A(z) 
其 中 ACz) 一 x 如 南 s( 喜 ). 记 BCz) = max| |a( 子 )| ,|s( 喜 )| |e( 委 )| 贞 
并 一 0 时 Cz) 一 0, 凡 因为 0 之 卫 十 娄 十 一 十 二 之 了 记忆 | ALR EI | 


因此 A(x) 三 o(x), 于 是 有 


FR f( 亲 )= (也 十 吾 十 … 十 帝 ) ar 十 0(z) (x —> 0) 


又 由 于 lim( 广 十 训 十 … 十 训 )= 1, lim 去 二 0, 且 f(z) 在 x 二 0 处 连续 ,在 上 式 
wa 区 和 
fl— (0 =aroln (rw—=0) 


应 用 微分 的 定义 得 f(x) 在 x = 0 处 可 导 , 日 fF (0) = 
本 -37 _ 
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2.2.2 利用 求 导 法 则 解 题 ( 例 2. 9 一 2. 11 ) 


例 2.9( 浙 江 省 2003 年 竞赛 题 )4 求 lim 一 一 pp Ck 
解析 ”应 用 二 项 式 定理 ,有 


二 x)" 二 1 十 Cz 十 Cx? 十 十 Cx” 二 > Ctx 
两 边 求 导 得 


n(l+ 区 = ,0 kr 


两 边 乘 以 z 后 再 求 导 得 


n(l+x)™ an Dd) = >,C .Rx 
&=1 


Bw 六 芝 。 吉 
太一] 
化 简 得 了 Ci 如 一 2 n(n 二 1, 于 是 
=] 


YY 
lim TDC me 


例 2.10( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) ”图 数 f(x) 二 (十 3X 十 2) | 工 一 工 | 的 不 
可 导 点 的 个 数 为 
解析 令 xz) 一 好 十 37z 十 2,a(z) = 二 | 一 | , 则 w(xz) 处 处 可 导 , 而 v(x) 在 
= 一 1,0,1 处 不 可 导 , 在 其 他 点 处 处 可 导 , wu( 一 1) =0,x(0) = 2,u(1) = 6. 
VA(=1) =—2,0—1) =2; v0 =—1,W0 = 1; (1)=—2,0(1) = 2. 
因 fw) 三 wwejvlw), 叉 因为 wt) = w (x), 则 
f(x) = ror) tulr)v (x), fr) = (rv(r) ulr)v (7) 
令 工 = 一 1,0,1 分 别 代 入 上 式 得 
FC)=u— Dv D+u—lv (—1)=0+0.(—2)=0 
FCO—D)=u 1 1)+u— Dv—1)=0+0.2=0 
f°(0) =w (0)v(0) +u(0)v (0) = 0++2. (—1) =— 
六 (0) =wu (0)v0)+u0)v,(0) = 0+2.1=2 
天 (1) = v1)+u(l)v (1) =0+6.(—2) 一 一 12 
。38 。 
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fF) 一 ww) 十 zl 一 0 二 6。2 一 12 


所 以 f(xz) 在 zx = 一 1 处 可 导 , 了 (一 1) 一 0. FCz) 在 二 天 0 和 工 王 1 处 左 、 右 导数 不 
相等 ,所 以 f(x) 在 x 二 0 与 + 二 1 处 不 可 导 , 其 他 点 处 处 可 导 . 于 是 f(x) 有 2 个 不 
例 2.11( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 证明: 两 条 心脏 线 p 二 a(l 十 cos0) 与 op 二 
a(1 一 cos0) 在 交点 处 的 切线 互相 垂直 . 
解析 曲线 p 二 all 十 cos9) 化 为 参数 方程 为 


并 一 Q(C] 十 cosb)cosg， y= a(l+tcos0)sing 


其 斜率 为 ji 
k= dy dd _ cosO+ cos20 
.tz dz ”一 Sin0 一 Sin20 

d 


曲线 p = &(1 一 cos0) 化 为 参数 方程 为 
T=a(l—cosg)cosb, y= a(l— cos0)sing 
其 斜率 为 


dy 
人 dy d0 ceosg 一 cos20 
-dr dr 一 sin0 十 sin20 
db 
"We 四 = all 二 cos0) _ 
再 求 两 曲线 的 交点 . 由 | 一“(] cowy) 解 得 cow 一 0, 于 是 交点 的 极 举 标 为 
Ls 3 
[有 江上 [ia 
在 06 一 下 处 启 王 二 一 一 1 已 三 二。 一 一 1, 因 为 已 忆 一 一 1, 所 以 两 
和 BE 
曲线 在 交点 {也 ,a ) 处 的 切线 互相 垂直 . 
在 9 一 祁 + 处 ,有 二 一 一 0 一 1, 咎 二 一 [6 一 一 1, 因 为 及 k= 一 1, 所 以 


两 曲线 在 交点 ( >r*a ) 处 的 切线 互相 垂直 . 


2.2.3 求 高 阶 导数 ( 例 2. 12 一 2. 23 ) 
例 2. 12( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 )” 设 函数 
f(x = rls— 2 (rr— D(C—A4) 
试 求 (2). 
解析 令 g(x) 三 (zz 一 1 一 3)3(0Z 一 4) 则 Fz) 三 (Cz 一 2)25(z) 应 用 菜 
。 39 。 
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布 尼 获 公式 可 得 
f (x)= 2g(x) 4(r—2)g (x) (xr— 2)g (7x) 
于 是 
f(2) 一 2g(2) 一 2( 一 1)3( 一 2)4 =— 32 

例 2. 13( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 设 广 (0) = 二 1, 了 (0) 三 0, 求 证 ,在 过 三 0 

处 ,有 
2) = f(z) 

解析 因为 (0) = 二 0, 所 以 (zx) 在 x 二 0 处 可 导 , 因 此 了 (x) 在 x 二 0 处 连 

续 , 邻 F(z) 三 玉 x?), 则 
Flr) = rf CY FO = 0 

应 用 二 阶 导数 的 定义 得 


dl )| 加 dx 工 一 0 加 Min TE 


“ff 2 
= lim < 0) = 


I-»() 


又 令 G(x) 二 (wi 则 
Gx) = 2Fzj (rx) GG (0) = 2700)F (0 = 2f00) 


应 用 二 阶 导 数 的 定义 得 
d 


如 1 _ 1 G(x) G0) 1. 2fCx)f (x) — 2f00) 
dr” X=0 7 (xz) X=0 | lim 4 lim ey 
= 2 lim 和 一 - Ce) 十 f(x) — F000) 
= fig fCENCF x _ py) 十 2 lim nz — C0) 
T=0 ET 让 
OI C0 Pe 一 0 十 2 一 
综 上 , 原 式 得 证 . 
Nn X00 
例 2. 14( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 0 -| 本 则 产 (0) = 
== 0 
解析 由 导数 的 定义 ,有 
SInZ 1 
f° (0) = lim a lim — 
IT 站 sr 可 r=0 i 
1 x 
= = lim 一 Ji < -= lim == 听 
1 > -=0 a T-> 人 必 元 


。 A0 。 
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当 z 关 0 时 ,了 (zx) 二 一 一 一 ,再 用 定义 求 了 (0) 得 


4 / 。 
WA 了 
子 (0) = lim = Iini 
Tr-»0) 了 T—0 ”| 
| ER — 
= 1im -一 一 im 一 一 一 一 一 一 
大 一 3 I-»1) 已 区 3 


例 2. 1S( 全 国 大 学 生 2009 年 预赛 题 ) 设 y 王 yCzr) 由 方程 ze/ >” 一 eljn29 确 
定 ,其 中 f 具有 二 阶 导数 . 且 /六 1. 则 9 = 
解析 “” 显 见 工 二 0, 原 式 两 边 取 对 数 得 
Inz 十 f(y) = y 十 lnln29 
两 边 对 x 求 导数 得 
f(y)y =y (x) 


由 (x ) 式 可 得 y = (x ) 式 两 边 对 zx 再 求 导 数 得 


] 
l= 
3 fyY+F OY =y 
由 此 式 解 出 y ,并 利用 y 的 表达 式 可 得 


一 -二 
Re 


4 


> 了 [PCy 加 
2 od hessk | 
rz [lo— f(y) 
1 一 
例 2.16( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 车 y= y(zx) 由 方程 组 |，， 确 
ee 十 李 直 上 二 1 
a by 
rl 


解析 由 这 二 一 1t, 到 (区 三 下 一 1] 改 (G = 二 2, 所 以 x (0) = 二 一 1, x (0) = 
2. 设 由 te 十 y 十 1 = 0 确定 y= 二 y(0), 则 y(0) = 一 1. 方 程 两 边 对 1 求 导 得 


@ te ey (t+y(t)=0 (xx ) 
令 ! 上 一 0 得 e 十 0 十 y(0) = 0, 所 以 y (0) = 一 二 ， 
(x ) 式 两 边 求 1 求 导数 得 


2@y (0) H+te (y(t +tey (十 yY (一 0 
" 41 大 
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邻 £ 二 0 得 2e y(t0) 症 0 和 填 0 十 (0) = 0, 所 以 (0) = 与 
于 是 
dy|l EOY(O—yO0)_ ee .多 _2 
dx* :=0 (x (0))” mm er e 
例 2.17( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) 设 PCz) = 人 C;(1 一 2")", 其 中 m,n 为 正 整数 ， 
则 P(1) = , 
解析 因为 


Ch 


仿 wz) = (lr vr) = (rir )" ,应 用 莱 布 尼 效 公式 , 因 x(]1) = 
(ll) = = (1) =0, vw (1) = CC 17n1, 所 以 


P(1) = ee 
二 0 二 0 于 二 0 到 mC— lnl 三 (一 1])27724。 


例 2.18( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 设 f(x) 三 (性 一 37 -20 2 , 求 RN 


解析 由 f(x) 三 (x 一 2)"(zx— 1)"cos 2 下 全 WE) = (= 2 斌 元 ) 三 


(x 一 1)"eos 于 ,由 于 w(2) 一 巡 (2) 一 … 一 we (2) = 0,u"(2) = ,应 用 莱 布 
尼 效 公式 得 


fF" 0) = vO 727 En Cu (2) +e C2 2) 


(7) 有 | 4 区 _ V2 | 
= Vv(2)u (2) = nilcos 一 16 7 


例 2. 19( 广 东 省 1991 年 竟 赛 题 ) 设 Frz) = 
解析 应 用 多 项 式 除法 ,有 


" jn = 


| LT n 为 偶数 ， 
flz) = 

一 see > A 3 
| 十 2 十 re 在- 二 和 有 及 


由 于 (x) Te = (i) = 


i.n) nl! = ria | -一 Pr 
fC) = a i ld, 


°° 12 。 
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例 2.20( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 设 y 二 In(1 一 飞 ), 求 y”. 
解析 ”由 于 


1 1 


证 让 一 1 


y= ln(l 一 2) = 二 In(1 十 Xx) 二 ln(1 一 x)，y = 


故 
Bi ] (1—1) 1 《让 一 ] ) 四 加 四 1 
li) +ls=i) = Pet GD) 
例 2.21( 浙 江 省 2004 年 竞赛 题 ) ” 设 f(x) 三 arctan 3 2 =-, 求 FON, 
解析 已 知 
es 1 。 -一 十 ] 
+ (1 (Te) 
} = 


即 (十 汇 ) 了 (x) == 一 1. 等 式 两 边 对 工 求 (n 一 1) 阶 导数 ,应 用 莱 布 尼 兹 公式 ,得 
(1 和 + (a+ ef (Gs sf (LE) 0 
今 工 二 = 0, 得 


FA0) ==— (x— Dn — 2) "0D 


而 f(x) = 一 Tf = ee 于 二 一 1], 了 (0) 二 0. 所 以 当 n 为 偶数 


阿玉 ”0 二 D0; 当 汉 为 厅 数 时 ,700)》 二 (一 ID i1f 0 = 
(= m= DL 
/9， n 为 偶数 ; 


站 = 1 


a 、 1 
例 2.22( 精 选 题 ) ” 设 y= arcsinz, 求 yo (0)， 
解析 由 
a ] re Xarcsinz 
lz dz)vi—r 
=>(1 一 好 )y 一 zy EU 一 3xzy 一 y 一 0 


之 (1 一 好 ) 光 一 5 一 4y = 0=>. 
Sy {2 ry i 一 0 
令 工 二 0 得 对 (0) 二 对 了 000}. 出手 3 (0 二 Ly (0) 二 0》 二 0: 所 以 
yO = J = nt 
s A % 
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例 2.23( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 设 y= 二 + lInr, 求 y”. 


解析 由 
= (iy Tint — 2 ) 
民 -。 n—3 ] ] 
Y = AR— ln— 2 ns ep 
pp ee eh 
归纳 假设 
nm—1)! nel ] 和 1 
ey es (fs 二 二 十 二 Cb 
则 
(kJ (Ww— 1 ] ] ] 
一 一 -一 see 一 - 
Cn b= 2 人 | 
《2 一 天 kl 1 
Tl 
(7 一 1)1 2 ] ] = ] ] 
(1 TT 上 


一 有 一 2 性 

所 以 (< ) 成 立 , 于 是 (x )， 对 大 = 1 2 i nn 一 1] 成 立 . 当 训 二 nn 一 1 时 
Qe 六 0 1 ] 下 RE 
y 二 (nl)lz | ime 二 中 一 二 名 下 十 二 卡 导 | 


于 是 
{7) EE Cnr— yi 


次 


2.2.4 与 微分 中 值 定理 有 关 的 证 明 题 ( 例 2. 24 一 2. 44) 
例 2. 24( 莫 斯 科大 学 1975 年 竞赛 题 ) ” 设 Fz) 在 L0, 十 ce) 上 连续 可 导 , 0) = 


1, 有 目 对 一 切 z 宇 0 有 | f(z)| 志 ,求证 : 3EE€ (0, 十 50), 使 得 f(&) 一 一 6 
解析 令 F(z) = Fz) 一 ez , 则 FCz) 在 (0, 十 ce) 上 连续 可 导 , 且 F(0) = f(0) 


一 1 三 人 0 和 册 于 | fz) | 妆 人 氛 似 


lim | .Fz) | 委 lime 三 0 © 二 
于 是 
lim F(w) = lim EL= nve™ = 


车 f(z) = 二 EY; 则 YxE€1L0, 十 50); F(z) 一 0, 于 是 VEE (0, 十 吕 ), 有 了 (8) = 


二 44 重 
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一 € 着 f(x) 天 Se, 由 于 | 汽 四 | 过 人 所 以 了 cc 人 人 十 ss) 使 得 fc) 之 7"', 则 
F(c) 二 0. 于 是 F(x) 在 (0, 十 cc) 内 取得 最 小 值 . 若 Fe) 是 其 最 小 值 ,; 则 FF (8) = 0. 
即 3&E€ (0, 十 oo), 使 得 F (8) = 0, 即 Fa 一 一 6 

例 2.25( 精 选 题 ) 已 知 函 数 f(x) 在 [a, 十 SO) 上 连续 ,在 (4, 十 se) 上 可 导 , 且 
lim f(x) = f(a) ,求证 : JEE (a, 十 3), 使 得 (8) = 0. 

解析 若 YNzxz 宇 a 有 f(x) = 了 fla), 则 YE 之 a, 有 了 (==0. 若 f(x) 闫 f(a)， 
则 36 之 ,使 得 f(0) 关 fCo), 不妨 设 Fo 二 f(a). 记 (0) 一 了 f(a) = 2eye 谊 0, 在 区 
间 [e,o] 上 应 用 介 值 定理 , 3c E (a,6b) ,使 得 fCc) 二 f(a) 十 &. 由 lim f(z) — fla), 
应 用 极限 的 性 质 , 3 N € (5, 十 ==) ,使 得 

ae MN fe 


在 [6,N] 上 再 次 应 用 介 值 定理 , 3c E (0,N) ,使 得 f(cz) = f(a) 十 s 最 后 在 区 间 
[a ,cz] 上 应 用 罗 尔 定理 , 36E (ae) C (a, 十 0), 使 得 (8) = 0. 

例 2. 26( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) ” 设 f(x), g(xz) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6b) 内 可 
导 , 且 对 于 (4,6) 内 的 一 切 z 均 有 了 (x)g(z) 一 了 f(z)g (x) 关 0. 证 明 ; 如 果 f(x) 在 
(a,b) 内 有 两 个 零点 , 则 介 于 这 两 个 零点 之 间 ,g(z) 至 少 有 一 个 零点 . 

解析 “用 反 证 法 ) 假设 VzE (zi,zw2)CC(a,b), g(7x) 关 0, 这 里 f(z) = f(x;) 


二 和 加 扰动 会 Ce, 由 于 (x)g(z) — fr)g (x) = f(r)glr) 天 0， 
f(r) g(r) — flri)g (zi) = fri)glrs) FAO, 以 g(x) 0, g(x;) 0 于 是 


F(z) 在 [wi ss | 上 可 导 ， 目 Flx: -= Rt ) a 0, 应 用 罗 尔 定理 , 必 jEE 《三 ,zz ) ,使 
得 严 (9 = 0. 由 于 


Cad = f(x) 87) 一 f(x)g (x) 
g(r) 


所 以 F(95g( 旬 一 eg (8) = 0, 此 与 条 件 VzE Cab), f(x)g(x)— f(r)g (7z) 和 到 
0 了 矛盾. 故 g(x) 在 (zi ,xz) 内 至 少 有 一 个 零点 . 

例 2. 27( 莫 斯 科 石 油 与 天 然 气 工业 学 院 1976 年 竞赛 题 )” 设 实 系 数 一 元 nn 次 
方程 

Pi) aw Tow! 二 -一 十 WW iT 二 三 0 (ww 闫 0 宇 2) 

的 根 全 为 实数 ,证 明 :方程 P(x) 二 0 的 根 也 全 为 实数 . 

解析 ” 设 方 程 P(x) = 二 0 的 元 个 实 根 为 

EF A di hlsye se 人 ye 


其 中 [0 为 单 根 ;d， sac» ey 为 重 根 , 其 重 数 依次 为 ki ,Rk sk (Rk; 2 
1,2,*… ,7), 则 


F 十 有 十 妃 十 … 十 刀 二 n 


。 4D 。 
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对 于 重 根 di (1 二 1,2,…,/) ,多 项 式 P(x) 可 写 为 
P(x) = (zi—d;),Q(z), Qd;) AO 
则 
P(r)=(r— dQ zr — dQ (xr) 
= (x—d;) Tk QC (ro— dQ (7) 


由 于 Q(z) 和 十 (zx 一 dQ (2) 二 QC(d;) 关 0, 所 以 x = 4d; 是 方程 P(x) 一 0 的 
dd 


(k; 一 1) 重 实 根 . 由 此 可 得 方程 P(r) = 0 有 实 根 dj,d;,…,di, 它 们 的 重 数 依次 为 
Ai = ,2 er. sw 大/ 1] ,这 些 实 根 的 总 个 数 为 


CR — 1 RO— Tb l= nr= 


男 一 方面 ,在 P(x) 二 0 的 每 两 个 相 邻 实 根 之 间 应 用 罗 尔 定理 ,可 得 方程 P(x) = 
至 少 有 一 个 实 根 . 由 此 可 得 P(x) = 0 至 少 有 (7 十 1 一 1) 个 实 根 . 
由 上 述 两 种 情况 获得 的 方程 P (x) = 0 的 实 限 , 至 少 有 (2 一 ”一 0) 十 (十 /一 了 1) 
二 (4 一 上 个 .而 P(x) 一 0 为 实 系数 一 元 (2 一 1) 次 方程 , 它 至 多 有 (一 1) 个 实 根 . 因 
此 方程 P(x) 王 0 恰 有 (2 一 1) 个 实 根 , 即 已 (z) = 0 的 根 全 为 实数 . 
例 2.28( 江 苏 省 2000 年 竟 赛 题 ) 设 f(z), g(z) 在 [a,b]j] 上 可 微 ,和 目 g(x) 关 0， 
证 明 ; 存 在 一 点 c(a <c 二 b) ,使 得 
f(a) 一 fle) “(ce) 
g(c)— g(b) 加 
解析 取 辅 助 限 数 


F(x) = fla)g(r)+ gb) f(x) — flr)g(z) 


则 F(x) 在 La,5] 上 可 微 , 目 F(a) 王 Fo) = f(a)g(p), 应 用 罗 尔 定理 ,了 3cE (a,b) ,使 
得 FF (ce)==0. 而 车 


F(xr) = Fa)g (rig OfF (xr)—[f re(x) flr)g (x)] 
则 
F() = flag (+eWfF OO—[LfF g++f Og |=0 


化 简 得 
g (fm— f= fF ge) — gb)) 
由 于 gg (ce) 关 0, 且 g(0) 一 g(6) 关 0( 否 则 jEE€ (ce, 0 使 得 ge) 二 0, 此 与 g(x) 关 
0 矛盾 ) ,所 以 上 式 等 价 于 
fe Fey ft 
go—gtb) gC) 
。 46 。 
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例 2. 29( 全 国 大 学 生 2013 年 决赛 题 ) ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 [ 一 2,2] 上 二 阶 可 导 ， 
且 | f(x) | 志 1, 又 [Lf1(0) 耻 十 [Lf (00) 了 == 4, 试 证 ;在 (一 2,2) 上 至 少 存在 一 点 总 使 得 
f+fE) = 0. 
解析 ”因为 函数 f(x) 在 区 间 [ 一 2,2] 上 二 阶 可 导 , 所 以 f(x) 与 了 (zx) 在 区 间 
[一 2,2] 上 皆 连 续 . 记 F(z) = [f(z 下 十 [fF (x) 了 了 ; 则 FC0) = 4. 
分 别 在 区 间 [ 一 2,0j 与 [0,2] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 则 存在 € (一 2,0)， 
名 € (0,2) ,使 得 
一 大 一 及 2) 一 0 
6) 一 大 站 和， 一 大 人 二 
由 于 | f(z) | 委 1, 故 | (8) | 声 1, 1 了 (6&) | 委 1 得 0 委 FGG) 委 20 和 过 Re) 过 2. 
因为 F(z) 在 闭 区 间 [& ,& ] 上 连续 ,所 以 F(z) 在 [La ,名 ] 上 取 到 最 大 值 , 设 最 大 
值 为 F(&) = M, 因 F(0) = 4, 所 以 M 记 4. 又 因 0 志 Fl(&) 志 2,0 志 F(&) 声 2, 所 以 
&E€ (5,5). 因 此 Fe 是 F(z) 在 (6 人) 内 的 极 大 值 , 故 有 下 (5 = 0, 即 


F(a =270F (27 全 天 (起 一 27 全 (7 有 十 了 (区 7 =1 
因为 FCe) = 二 [f(D 十 [f(D 了 宇 4, LS 下 过 1 所 以 大 (9 关 0, 于 是 有 
f+ 一 0 

其 中 &€ (& ,&) C (一 2,2). 

例 2. 30( 北 京 市 1992 年 竞赛 题 )” 设 /(z) 在 [0,x] 上 连续 ,在 (0,x) 内 可 导 , 且 

| cpeosrdz a | fsinrdz ss 

求证 , 了 EE (0,7) ,使 得 f (8 == 0. 

解析 当 坟 GE (0,r) 时 ,有 sinz 二 0. 如 果 VzE (Or 有 f(x) >>0(< 0), 则 
| esinzdz > 0 0)， 而 已 知 | f(x)sinzdz 一 0, 故 在 (0,r) 内 f(x) 不 可 能 恒 正 


或 恒 负 . 即 f(z) 在 (0,rx) 内 必 有 零点 . 
假设 f(x) 在 (0， n) 内 有 惟一 零点 7Zo* 则 在 (0,zo) 及 (zo， 元 ) ,f(x 寞 号 . 不 妨 设 
0 一 工 二 立时 Frz) 伍 0,mm 一 工 二 元 时 Fz) 天 0, 则 


| epsingz — Xo )dz = | A(z)sin(z— xo)dxr | 0 
但 由 已 知 条 件 有 
| zjsintz 一 ydz = | sinzecoszodz | cpDeosrsinmdz 一 0 
0D) 0 0 


导出 矛盾 , 故 A 在 (0.r) 内 至 少 存 在 两 个 零点 从 | 9 Re Ts} 在 区 间 | > ,To | 
应 用 罗 尔 定理 , 3E€ (zw) 性 (0sn) ;使 f(8)=0. 
例 2.31( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,60) 内 可 导 , 晶 有 
。47 。 
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fla) =as| fxdz = 5 一 好 ), 求 证 :在 (ca,p) 内 至 少 有 一 点 &, 使 得 


f (8 = 9 一 1 
解析 由 


] 


(Br—ay | yw —X)dzx =0 
对 上 面 的 右 式 应 用 积分 中 值 定 理 , jc E (ap) ,使 得 
| vw —xw)dr = (fc —c) (6—a) =0 


于 是 f(0) 一 c= 0 (过 c 志 凡 . 取 辅助 函数 
P(r) = € (f(x)—x) 
则 Fla) = FCc) = 0, 且 F(x) 在 [Lac] 上 连续 ,在 (a,c) 内 可 导 , 应 用 罗 尔 定理 , 3 & € 
(ayc) C (ab) ,使 得 下 (9 二 0. 因 
F(x)=e (f(x)—1— f(z)++z) 
所 以 下 (多 =e (ff (© —1— f+ = 0;—T 
f (0) = Ab 一 6 二 1 


例 2. 32( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) ” 设 限 数 f(z) 在 L0,Tj 上 二 阶 可 导 , 且 f(0) 二 0， 
f() = 1, 求证 :存在 上 6E (0,1) ,使 得 & 了 (和 十 (1 十 人 fF(8 和 = 二 1+& 
解析 因为 FCz) 在 [0,1」 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 ;f(0) = 二 0, f(1) 二 1, 应 用 


拉 格 朗 日 中 值 定理 ,可 知 存在 cE (0,1) ,使 得 (oO) = 人 二 人 =1 
邻 F(z) = @r(f (rz) 一 1), 则 FC(0) = 0,F(c) = 0. 因 F(x) 在 区 间 [0,c] 上 


可 导 , 应 用 罗 尔 定理 ,可 知 存在 EE€ (0,c) CC (0,1) ,使 得 已 (9 = 0. 由 于 


F(x) = er [zx (fF (x)—1)+ (fF (rz)—1)+xrf (x)] 
= e[zxf (zx)+ (+zr)f(r)— (x)] 


即 
Fe) = et[Ef° (8) + (+OF (EC— (+ 


于 是 er (6 十 (1 十 刁 广 (6) = 1 十 & 
例 2.33( 浙 江 省 2004 年 竞赛 题 ) 已 知 恩 数 f(x) 在 [0,1] 上 三 阶 可 导 , 且 
f(0) = 一 1,f(1) = 0, 了 (0) 一 0, 试 证 : 至 少 存在 一 点 &《E (0,1), 使 


5 :| T(z—l) me), rE€ (0,1) 


。 143 。 
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一 


解析 令 FQ) 一 了 0) 一 十 1 一 二 (二 守 [f(z) 一 x 十 1],z€ (0,1), 则 F 


ECL0,1].FE D(C,1), FO = F(z) = F() = 0 在 [0,z]j 与 [zs1] 上 分 别 应 
用 罗 尔 定理 , 3& € (0,zx),& € (zx,1) ,使 得 
FRBY=0 .FBY=0 HH FO}=0 
又 FE CL0,1],F E DC0,1) ,因此 再 在 [0,5] 与 [5 ,总 ] 上 分 别 应 用 罗 尔 定理 , 3 六 E 
(0,6&) ,nh CC (a ,名 ) ,使 得 
F(m)=0, F(m)=0 
因 下 ECcL0,1j,F € D(0,1), 青 在 Lm ,ww」 上 应 用 罗 尔 定理 知 , 3E€ (% ,wp) CC (0,1) 


本 I =0 而 FF 二 (0 gp 十 1j, 故 3&€ (0,1), 使 


C% 


f(x) =—1+z + 


例 2.34( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 设 f(x) 在 (0,1) 内 有 三 阶 导数 ,0 二 a 一 
b 二 1, 证 明 : 存 在 &E€ (a,b) ,使 得 


mn 
J = MR +16— Lf (a) +f 6]— i) 
解析 令 


12 -| i / / 县 
pss| Fa) FB) + aty (DW +f 0)) |=& 
则 有 恒等式 
3 
f(D) 一 了 BD) 十 计 (0 一 (f(D) 十 了 (BD) 一 车 二 于 二 0 (#) 
取 辅 助 师 数 


Nd 
F(x) = fa)™— f(r) F(x—a)(f (a) + 了 (zx)) 一 证 二 2 


由 (x ) 式 得 F(p) 二 0, 又 F(x) 在 (0,1) 内 可 导 ,F(a) == 0, 在 [a,6] 上 应 用 罗 尔 定 
理 , 必 37E (a,b) ,使 得 F(w) = 0. 由 于 


F(x) =— f (x)+ 二 f(a) f(r)) + F(z —a)f (zx)— (x —a)’k 


CF ad = fC 序 (z = 于 (x 一 a) 玖 


所 以 下 (a) ==0, 由 于 F(z) 在 (0. 1) 上 可 导 , 且 下 (a) 一下 (7y) 一 0, 对 函数 已 Cz) 在 
[a,j] 上 应 用 罗 尔 定理 , 必 3&€(ayw) CC (asb) ,使 得 (F(x)) | = 二 FF(8) = 二 0. 又 因为 


a 


总 


| 一 


ml 是 
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Cn 


F (x) 一 一 于 太 (>) 二 37 (7) 和 (zx 一 大 也 《一 F(x —a)k 


nt = 


2 


所 以 j 
入 (é) = FE—0 (Ff (二 一 上 ) 一 0 


于 是 上 = 二 了 六 (和 ,代入 《(#*) 式 即 为 所 求证 的 等 式 ， 
例 2.35( 北 京 市 1996 年 竞赛 题 ) ”考察 阴 数 


Vl1—4x—1 ， = 


f(T 4 | 
XO 一 Xx 一 2z7 十 ]。 0 之 z 声 1 
在 闭 区 间 [ 一 4,1] 上 是 否 满 足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 . 知 满 足 , 求 出 该 定理 结论 


中 & 的 值 . 


解析 由 于 
lim f(x) = lim 1—Ar— 1 二 (0) 


lim fz) = lm — se 221) =1 = f}(0 
一 > 人 十 TT—0+ 


故 f(x) 在 xz == 0 处 连续 ,从 而 f(x) € Cl 一 4,1j. 又 
f° 00) ” lim f(x) = f (0) = ji 全 一 一 


= 


i 二 (4 十 妇 ) 
2 se 


=— Jim 
r—*{)— 2 问 
FC - EC _ lim 天 于 一 2 se 
故 f(z) 在 工 王 0 处 可 导 , 从 而 f(z) € D( 一 4;1), 由 此 flx) 在 [一 4,1] 上 满足 拉 
格 明 日 中 值 定 理 的 条 件 , 且 有 


= Jin 


Y —>{}H 


J eed: s = 二 法 
Ff CE) = = A 
37° — 27X— 2, 0 二 1 


根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 3& € (一 4,1) .满足 
FD— ff-D -2 


1 人 


一 下 = 有 .2.7 145 « 
六 = 一 一 二, 则 一 人 一 一 一 三 s 经 检验 Go E (一 4,0); 令 
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3 一 2 一 2 一 一 钙 , 则 & 二 名 一 ”二 稚 ,经 检验 6.: [0,1). 因此 ,满足 拉 格 


痕 日 中 值 定理 条 件 的 一 名 一 二 8 去 2 


例 2.36( 精 选 题 ) 设 f(x) 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 f(a) = 0， 
f(6) 一 1, 求 证 : 3&€E(la,6b), wnE€ (a,b), 六, 使 得 


pie = 2(68—& 


解析 首先 应 用 介 值 定理 ,可 知 jc € (a.b)， 使 得 f(c) 一 方 . 在 区 间 La,cj 与 


Lc,b] 上 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,可 知 3&€ (a; 中 C (a,b),nE€ (cb)C (a,b)， 
且 & 关 ,使 得 


Fo 一 Fa) = 大 (CCc 一 a)， ff = fo) 


即 有 
二 记 
i 二 一 EC 下 
故 
〗 
PB + PE 2 a) 


例 2.37( 精 选 题 ) 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 有 /(0) = 0， 
f(1) = 1; 若 a 请 06 这 0, 求证 ;jE&€ (0,1),n€ (0,1),& 关 汉人 使 得 


a 
p= a 


解析 Yk € (0,1) ,应 用 介 值 定理 , jc € (0,1), 使 得 f(c) == .在 [0,cj 与 
Lc, 1 上 分 别 应 用 拉 格 于 日 中 值 定 理 , 3sE (0,c) CC(0,1),n€ (c,1)C(0,1), 且 
E 关 7 使 得 


fo) 一 大 0) = fF (Om 0) 
ff) —f(0 = f(ao) 


即 
i 1， 
f(8) ?fln 
取 上 = 式 即 得 


es Dll 。 
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pb 
f pa f (n) 六 


例 2.38( 精 选 题 ) ” 设 f(z) 在 (0, 十 ce) 上 可 导 . 

( 广 客 lim f (xz) 三 外 污 0, 求 证 : lim f(x) =+ ce; 

(2) 若 lim (f(z) + f(z)) 二 LL E R), 求 lim f' (x) 和 lim f(x). 

解析 (1) 因为 了 (x) 一 h(i 一 十 0), 所 以 3N 放 0, 当 zx 六 N 时 ,f(zx)> 
2 >0. 在 LN,zjCz > N) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 3& € (N,x) ,使 得 


flny = FCNY + FD — NY SS FENY + (zx— N) 


令 工 一 上 co 得 lim f(z) 一 
(2) 取 k € 及 ,使 得 & 十 2 二 0. 则 
lim (f' (zx) 人 
- lim (e* (f(x)+k)) = ime (f (x) fz) +k) =+ 0 
由 (1) 得 
lim (er(C7Cz) tk)) 一 十 < 
3 = lim DT jm ST Ne) ER) 


x 
T+ ee 万 一 和 一 人 © 


lim (f (zx)++ f(x) +k) = i+k | 
> lmfl(x)=l, limf(z)= lim(f (z)+f(z))— limf(x)=0 


例 2.39( 全 国 大 学 生 2013 年 决赛 题 )” 设 函数 f(z) 在 区 间 [1, 十 ce) 上 连续 


可 导 , 且 
Fo -Tks -Vn(1t Ly) 


证 明 ， lim f(z) 存在 . 


解析 当主 1 时 ,对 于 函数 ljnz, 在 区 间 [Lz,z 二 1] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 , 存 在 EE (x, 十 1), 使 得 


jn( 直 1 了) = Intx) = 人 


奸 
二 


由 此 可 得 [二 -<In(1 十 二)< 工 ,因此 \/ 工 一 jn(1 十 二) >0. 又 > 


0, 所 以 了 (xz) 活 0, 于 是 Zz 宇 1 国庆 fx) 严格 增 . 又 因为 
。 52 。 


| 
1 十 产 (z) 


一 元 函数 微分 学 


专题 2 
Po/ 二 一 nn(I+ 二 ) < 一 /二 
上 式 两 边 从 1 到 z 积分 得 
fo)=—ftD | 人 二- [ar<| (2 +1) 
= 2(/2 — 1) 
即 
f(z) 22 C—1)++f(1) 


所 以 申 数 f(x) 有 上 界 . 综 上 ,应 用 单调 有 界 准则 即 得 lim f(x) 存在 . 
例 2. 40( 精 选 题 )  ” 当 z 二 0 时 ,求证 : 30(Cz)GE(0,1) ,使 得 
1 


一 
2 vV 工 十 8z) 


并 求 limbCz) 和 lim 8(z). 
设 f(1) = ,对 函数 Fo) 在 区 间 [zx,x 十 1] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 


解析 
3 80(x) € (0,1), 使 得 
flri+1)— fx) = fF (Or+1— 7z) 


其 中 = z 十 Q(x)。1 = 二 x 十 0(zx), 即 
1 


FT 
2V€ 2wvz 十 0(z) 


由 上 式 解 得 
1 1 
0 = 4 (FFT) 一 


于 是 
Te 
limOb(7) 3 
ta did a li [二 (VE 二 ee gE | i [二 让 一 芒 | 
大 -十 Ce 人 一人-C CO 4 2 人 
卫生 一 二 
二 二 了 


| 
心 | 一 


和 
一 
2 rte YT(T1) + 4 
设 函 数 f(x) 在 (一 2; 十 co) 上 具有 二 


例 2. 41( 全 国 大 学 生 2010 年 预赛 题 ) 
阶 导数 ,并 且 f(z) >>0, lim f(x) = 二 a 之 0, lim f(x) 一 8<<0, 且 存在 一 点 zo 使 
-. 03 村 
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得 f(xzo) 二 0; 证 明 : 方 程 f(x) = 一 0 在 (一 ,十 ce2) 上 怡 有 两 个 实 根 . 

解析 由 矿 (z) 之 0, 可 得 三 (z) 在 (一 se, 十 ce) 上 严格 增加 :由 lim f(z) 一 
ww 六 0 可 得 ,存在 2 过 0 使 得 三 (0) 盖 0; 由 lim 太 (z) 一 8 一 0 可 得 ,存在 < 到 0 使 
得 f(a) 二 0. 由 于 f(z) 在 闭 区 间 La,b] 上 连续 ,应 用 零点 定理 , 36E (a,6) ,使 得 
f=0, 目 当 xz 二 E£ 时 ,了 (2) 二 0y 当 工交 8 时 ,f(x) 之 0 由于 了 (外 >0; 所 以 
1(8) 是 范 数 f(x) 的 极 小 值 . 因为 f(zo) 二 0, 所 以 f(&) 二 0. 

任 取 工 过 #, 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 了 与 GE (&,x) ,使 得 

flz) = f+ (其 中 fF(&) > 0) 

由 此 式 可 得 lim f(x) = 十 oo; 因 此 jd € (8 十 ce) 使 得 .Ad) 二 0. 

任 取 工 二 &, 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 3 名 € (zx, 台 ,使 得 

f(r) = f(TfF(E)(r—A (其 中 fF(&) 一 0) 

由 此 式 可 得 lim f(x) 一 十 ce, 因此 jc € (一 00, 和 ,使 得 f(c0) 二 0. 

因为 f(c) 二 0,f( 和 二 0, fCd) 二 0, 了 (xz) 分 别 在 闭 区 间 [c, 自 与 [&,4d]」] 上 连续 ， 
应 用 零点 定理 , 37E (c, 人 ,LE€ (8&,d), 使 得 f(y) = f(2 =0. 

因为 Xx 二 & 时 (zx) 二 0,zx 放 EE 时 了 (zx) 二 0, 所 以 函数 f(x) 在 区 间 ( 一 00,&] 
上 严格 减少 ,在 区 间 [Lé&. 十 ce) 上 严格 增加 , 故 f(x) 在 区 间 ( 一 co,&) 内 至 多 有 一 个 
恰 有 两 个 实 根 . 

例 2. 42( 英 斯 科 钢 铁 与 合金 学 院 1975 年 竞赛 题 )” 设 f(x) 在 (0,; 十 ce) 上 连 
续 可 导 , lim f(x) 存在 ,f(x) 的 图 形 在 (0, 十 ce) 上 是 凸 的 ,求证 : lim 《生态 

解析 设 lim f(z) = A 人 令 F(x) = F(z) =As 则 

lim F(x) = lim 天 元 ) 一 上 三 0 

由 于 帮 z) 在 (0, 十 ce) 上 是 凸 的 全 三 Cz) 在 (0, 十 c) 严格 减 ,因此 六 F(x) 二 了 f(z) 
在 (0, 十 se) 上 严格 减 . 

Yc 六 0, 车 所 (0) 一 0, 在 [cz] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,3&€ (ec,x) 使 得 

F(x) = F(e) Fz) FCC)+F() (re) 

令 工 +co 得 lim F(z) = 一 00, 此 与 F( 二 0) 一 0 矛盾 . 故 YzE (0, 十 ce), 有 


F (z) 三 0. 于 是 zx 一 ce 时 ,FE(Cz) 严 格 减 ,有 下 界 , 应 用 单调 有 界 准 则 得 工 一 十 co 
时 F(x) 的 极限 存在 , 且 lim F(z) 一 了 三 0. 若 甩 二 0, 在 区 间 [1,zj 上 应 用 拉 格 朗 


日 中 值 定理 , 37 € (1,x) ,使 得 
F(z) = F(D+F (D(z—1) 之 FG) 十 BCz 一 1) 
邻 工 一 十 co 得 lim F(X) 一 十 ce 此 与 下 (十 ce) = 0 政 盾 .所 以 B = 二 0, 即 
. 54 . 
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lim f' (x) 一 lim F (Ca) = 0 


例 2.43( 莫 斯 科 电 气 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ”假设 函 数 f(x) 在 [0,1] 上 可 导 , 满 
足 条 件 :| f(zx)| 志 kk| f(x)] 66 过 有 R 过 1)，Ao) = 0, 求 证 ;f(x) 尘 0,zx € [0,1]. 

解析 在 | 了 (xz) | 志 | f(z) | 中 取 工 王 0, 可 得 广 (0) 三 0.VzE (0,1), 应 
用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 3 € (0,z) CC (0,1), 使 得 


fr) = A Gr F(z 
于 是 
| fl(7) | =| PCS) |zRk|f8)|z (1) 
在 [0,&」 上 再 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 3 待 (0,55) ,使 得 
f(&) = 10)+fFE)E = f (2)& 
于 是 | f(&) |=| f(&) 1& 声 有 | 7) | z, 代 入 (1) 式 得 


| f(x) | 六 | F827 | 环 (2) 
再 在 L0,」 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 3 名 € (0, 色 ), 使 得 

fx) | | GY | 交 (3 
如 此 继续 下 去 , 3 和 € (0,6,1) ,使 得 

FF | | (4) 


由 于 f(x) 在 L0,1j 上 连续 , 必 有 界 , 即 JM 0, 使 得 | FE |<M (n= 1 ， 
2,) ,而 0 一 &<1,0 一 志 1, 在 (4) 式 右 端 令 n 一 oo 得 


limA” AE iz =0 


于 是 f(x) 大 0, 0 声 x+ 过 1; 再 由 AE CL[0,1], 得 
lim f(x) = lim0 = 0 = f(1) 


即 7(1) = 0; 于 是 rz 三 0, x € [0,1]. 
” 例 2.44( 英 斯 科大 学 1975 年 竞赛 题 ) ” 设 FCz) 在 (一 co, 十 cc) 上 有 界 , 且 二 阶 

可 导 , 求 证 : 3&€ R, 使 得 f (8&) = 0. 

解析 (1) 车 ja,bE€ (一 505, 十 co0), 且 a 二 6, 使 得 f(a) = 了 (6), 令 F(z) 
二 了 (x), 则 函数 F(x) 在 [a,5] 上 可 导 , 且 有 F(a) 二 F(。), 应 用 罗 尔 定理 , 必 
jEE€ (a,b), 使 得 FF(&) = 二 0, 即 了 (&)==0. 

(2) 若 VasbE( 一 oo0, 十 o0), 且 a 二 by 了 f(a) 关 下 (0), 则 了 (x) 在 (一 o%， 
十 se) 上 严格 增 或 严格 减 . 不 妨 设 f(x) 在 (一 ,十 oo) 上 严格 增 . 

VeE (一 cc 十 co), 四 车 P(c) 三 0, 则 P(I 十 ce) 这 0, 当 二 1 十 c 时 ,在 
[1 十 c, x] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 

。 55 。 
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fx) = FL 十 ce) 十 F(9(z 一 1 一 c) 
> FL 十 ce) 十 FI 十 ce)(Cz 一 1 一 ec) 


这 里 1 十 c 过 之 z+. 令 xX 一 十 吕 得 lim f(x) 一 十 ce, 此 与 fz) 在 (一 ,十 ceo) 上 
有 界 矛 盾 .加 若 (ce) 二 0, 当 x 二 c 时 ,在 [zx,c] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 
Fe = Fo) tf Cwm) 
> flo) f(r—o) 
这 里 过世 5. 舍 X 一 一 ne 得 in f(x) 一 站 ec 此 与 所 在 (一 se 十 ec 上 有 界 
矛盾 . 此 表明 情况 (2) 不 可 能 发 生 ,只 有 第 (1) 种 情况 发 生 . 
2.2.5 马克 劳 林 公式 与 泰勒 公式 的 应 用 ( 例 2. 45 一 2. 65) 


例 2.45( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 )” 当 Xx->0 时 ,x 一 sinxcosxcos2x 与 cx 为 等 
价 无 穷 小 , 则 c > ;kk 一 
解析 应 用 三 角 了 因数 公式 化 简 , 有 


外 一 中 TOOSWCDSZ2 = 次 一 sin2xcos2z = sin4z 
由 于 sinx 二 一 十 olw ) ,所 以 
元 一 人 XCOSNWEO82E 二 区 二 | 生 = Ed) 二 ol(x” ) | 


a 3 3 3 
= 要 z 十 六 ， “让 十 g2 


一 Sr "or ) 


因 过 一 0 时 , 原 起 一 cz ,所 以 ec 一 全 ， i 


例 2. 46( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) ” 当 x 一 0 时 ,1 一 coszxcos2xcos3x 对 于 无 
穷 小 工 的 阶 数 等 于 | 
解析 方法 1 应 用 cosz 的 马克 劳 林 展 式 ,z > 0 时 ,有 


= ey NCOSIN 
= 了 一 1 一 去 + “ol ) ||1 一 二 (27) +ocz ||1 一 去 (3z)? 二 oz | 
= 9 vt) 


所 以 原 式 的 无 穷 小 阶 数 等 于 2. 
方法 2 考虑 下 列 极限 


。 56 » 
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. ] 一 ] > 
SITIX — ——SINT7E — -SINX 

了 一 GESZEC6S2EE5S3 关 未 8 8 
一 
r0 yo Ir-*0 SINX 人 文 

a ?Tsim 一 So 全 fer = 7COSTx 

oo A ke 一 -一 gs 

re0 ee en 


— 7sInz + 49sin7x 
r"0 8(R 十 1)Az 

一 /COS 疱 < 二 9 Teosix 
和 Se 
0 8(k 直 1)k(R— 1)xr 
因此 式 的 分 子 已 有 极限 336, 故 欲 使 上 式 极限 C 为 非 零 数 , 仅 当 一 2 = 0( 即 k== 2). 


此 时 C= 二 5 一 7, 即 原 式 为 2 阶 无 穷 小 


例 2. 47( 全 国 大 学 生 2016 年 决赛 题 ) 求 极限 limnsinCxnle) 
解析 应 用 肯 数 全 的 马克 芳 林 展开 式 ， 并 取 工 一 il, 得 


=C 


mnle = xnl| 1 十 下 a 十 下 [十 i 


nl nl 
= x(2: 本 a Ea | 


1 
| 
记 了 (WD) = 2 覃 十 加 十 哇 填 习 十 下 ,大生 肌 ,网 


人 CA 十 (2k)! 
i | 


= 2» (2k)! = he 3 十 《2k)( 哆 一 1)…4 十 
eR) 


(2 十 1)1 (2k 二 1) (2k+ 1)1 
一 LA。 | ee el NS 
f+D=2.+TDIT sr + or +"+t(optF) 


= 2 2k LX oR I IC eR 
(2p 1 jE (BRE 


由 此 可 得 f(2k) 为 奇数 ，f(2k 十 1) 为 偶数 .于 是 


Ee 
limnsin(Can! 翅 症 一 limnsin( xf Cn) me 和 


一 十 limnsin (= 于 (一 )) 


| mt 


十 1 
= limn( 一 开 - 人 ol( : )= 十 nt 
> y= 六 = 和 
中 在 原 题 的 标准 答案 中 给 出 极限 值 为 x. 
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上 式 中 为 奇数 时 取 正 号 ,nn 为 偶数 时 取 负 号 ,所 以 原 式 极限 不 存在 . 
例 2. 48( 莫 斯 科 钢 铁 与 合金 学 院 1976 年 竞赛 题 ) 设 工 二 0 时 ,zz) 二 (1 十 


x)* ,求证 :x 一 0 十 时 ,f(x) 一 e 十 Ar 十 Br: +o(z), 并 求 A,B 之 值 
解析 ”应 用 ln(1 十 z) 与 @ 的 马克 荔 林 展 式 , 有 


fx) 一 (1 十 z)z 一 exp{( 一 Intl +zx))= exp( 二 (一 豆 z 十 本 2 to(z’) )) 
= expl1 一 考 z 十 本 = ) ]= e+ exp (一 去 z 十 寺 z 十 ok?)) 


E [+ (一 吉 z 十 二 于 让 (一 雪 < 十 委 *) 十 ox*) 


tan(tanz) — sin(sinx) 


例 2. 49( 英 斯 科 电 子 技术 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 求 lim IanCtanz) 一 Sn 
解析 由 于 过 -> 0 时 ,应 用 等 价 无 穷 小 因子 代 换 与 马克 劳 林 公式 ,有 


和 一- CS ] ， 
tanz OO— sinr = SInT 。 一 一 一 工 
COSX 2 


tan 志 一 堪 十 Se 十 o(x*) 


Sinz 一 元 一 二 友 十 oo ) 


6 
] 3 3 
tani(tanxz) = tom z+ 二 十 Dr ) ) 


(> 3 十 of(xz2 ) 十 oz2 ) 


ws (> “人 EE 二 ol(x’) 是 可 


二 zx 十 名 十 0(z) 

sin(sinz) = sin(x— Et + oa) ) 

sin(s s 6 
> 3 a 1 3 3 
= (> pT kD) [x G7 二 at 十 OK 二 ) 


pe 十 DCz3 ) 


3 
于 起 
元 十 二 到 十 0(Cz3 ) 一 工 十 可 2 — 0(7X’) 
原 式 三 ee = 六 
A 3 


ro 


2 
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例 2. S0( 全 国 大 学 生 2012 年 决赛 题 ) 求 
各 | (到 + 本 一 an 荆 ) 人 一 Vi 
解析 
原 式 一 lim | (之 十 过) 导 一 Vi 一 tan 二。et | 


六 
-如 [(e+ 下 es- 


> | 
ee | BN wp / 6 
2 ] 4 6 
十 M1 ek te Fo Re ar 于 ) | 
OA ,i | 
3 
1 (0) 十 2 
a Zt + ot) pe 
1-=0+ 92 


例 2.51( 北 京 市 1999 年 竞赛 题 ) 设 f(x) 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 且 
liml 1 二 2 = el; 


试 求 FO) ,了 (0), 了 (0) 及 lim (1 十 全 )，. 


In(1+z+ 人 2) 
z 


解析 ”由 lim(1 十 z+ 十 个 硬 )”= ,得 lim = 3, 圾 


lm ln{I 二 过 十 大王 )= 0 lim 大 三 = 闪 


x-»0 


Tr»0 


由 此 f(0) = limf(z) = 0,f(0) = lim 一 | 


TX—>() x /a 


| (Xz 
lo 1 x 二 全 22 
3 = lim 之 pe on 


五 -人 z x0) 人 
下 jim 人 一 2 
应 用 马克 劳 林 公 式 ,X 一 0 时 ,有 
f(xw) = 天 0) 十 PCO)z 十 万 a 十 o(z) 一 £0, "= a 


» DO 。 
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Ls 2 2 
人 
-> lim 大 天 = ji 一 一 一 一 六 /0) 一 2 一 /0 一 4 


im 1+ = I = 


大 一 2 


例 2.52( 浙 江 省 2007 年 竞赛 题 ) ”车 f(x) 二 阶 可 导 , 自 f(x) 守 0, f(x) f(z) 
一 [了 (zx) 上 半 0,x E€ R. (1) 证 明 : CR (民主)， VXri,x» EE R; 


(2) 看 大 0) 1 ,证 明 : FE Su Vs CR. 
解析 (1) 令 F(x) = Inf(z), 则 


/ i f(x) / 《一 | fF Cx) 
FD) = Ry F(a fo 


故 Yr 和 R,F (xz) 请 0, 于 是 V Xi ,x 和 R, 有 


上 _ 你] + 
二 [了 十 下 (ay 和 ) 


即 
六 Inf(zi) f(x) > mnj (圣地 衬 】 
所 以 
f(z)flr) f(D), Vn,r ER 
(2) 由 马 殉 和 劳 林 公 式 , 有 
F(z) = F(O) +F' (Oz + Er 
Inf(0) + FO + OA LS Se OF > (0)z 

故 得 


FE) 入 和 过 太 法 

例 2.53( 全 国 大 学 生 2011 年 决赛 题 ) ” 设 函 数 f(x) 在 z= 二 0 的 某 邻 域内 具有 

二 阶 连续 导数 , 且 f(0) ,了 (0), 了 (0) 均 不 为 0, 证 明 : 存 在 惟一 一 组 实数 色 ,ks ,ks， 
使 得 

is kif(h)+ kf (2h) + ks f(3h)— f(0) 


hs0 h’ 


0 


。 OO 。 
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解析 应 用 f(x) 的 马克 劳 林 公式 


Fz) = fC0) +fF Ort Or 十 o(z2) 


可 得 
Pd 08 十 PE 琉 二 £0) 科研 站) 
Rhy = FO 2 C0 十 4 Cg ony 
六 时 = f 0) + 3F (Oh + Oh + oh?) 
则 由 
ji kf Ch) + Raf (2h) + ksf (3h) — £0) 
hs0 h’ 
四 lim| 人 十 ko 十 ks 一 1)f(0) 十 (ki 十 2kz 十 3ks)f(0)h 
h-=0 h’ 


方 (让 十 4 十 9ks) 产 (0) 有 十 n. 
万: 


一 0 


名 十 胞 十 如 二 1， 
sah 十 2kz 十 3ks 一 0, 应 用 克 莱 姆 法 则 , 解 得 惟一 解 ki = 3,k, =— 3,k; = 1. 
ki 十 4ks 十 9ks 一 0. 

例 2.54( 北 京 市 1990 年 竞赛 题 ) ” 设 f(x) 是 一 定义 于 长 度 等 于 2 的 闭 区 间 

T 上 的 实 函数 ,满足 | f(z) | 过 1, | 了 (z) | 志 1. 对 于 x € 了 ,证 明 : | f(x) | 过 2， 


上 且 有 函数 使 得 等 式 成 立 . 
解析 假设 闭 区 间 了 = [a,a 十 2], Yx E17 了, 应 用 泰勒 公式 ,有 


flat2) = f(D) +f Dat2— z+) (a t+2—z)’, & EE ei 
fa) = ft) + f(D az) + — 2)’, & € (a,z) 
两 式 相 减 , 得 
flai+2)— fla) = 2f (x) 1 十 2 一 工 ) —f (zy 


于 是 


四 原 题 为 不 小 于 2. 
» 
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2 | PCz) | | Fe 十 2 | 二 | fl0) 上 + 也 | Pay | (十 2 一 在 十 记 | f°(&) | (a— 2) 


才 2 十 广 (a 十 2 一 x 十 二 (a 一 x 一 4 十 (a 一 Xx)* 十 2(g 一 XxX) 


aw = 
故 得 | f(x) | 志 2,z EL. 
考虑 限 数 f(x) == F(z—a)— 1 EIT=[ayaT21, 则 | f(x) | 垢 1 ,ff (x) 
= 1s 且 于 (2) 二 zw 一 Qs 故 | 了 (xz) | 过 2 要 雹 三 本 十 2 时 ，| 六 6) | 三 素 
例 2. 55( 英 斯 科 铁 路 运输 工程 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ”不 查 表 , 求 方程 
= Ws 977 
工 


的 近似 解 ,精确 到 0. 001. 
解析 xz 关 0 时 , 令 4 = 二 ,应 用 siny 的 马克 劳 林 公式 ,有 


sinz = 十 二 sin(M ) ) wu: 


这 里 0 三 9 二 1. 于 是 有 


SInN = es We 
代入 原 方程 得 
i 
2 


记 a 一 sin 了. 因 一 方 之 a 过 二 , 故 元 二 1976， Us 一 1 < 一 一 一 一 


1976 i 


二 通 1 
I 00] 


r= 1977 Co 1977 
例 2.56( 英 斯 科 铁 路 运输 工程 学 院 1977 年 竞赛 题 )” 求 一 函数 f(x) ,使 其 在 
任 一 有 限 区 间 上 有 界 , 且 满足 方程 


fa) —3f( 和 = 52 


解析 本 题 是 求 一 函数 满足 方程 ,而 不 是 求 满足 方程 的 函数 . 我 们 可 假设 明 
数 f(x) 任意 阶 可 导 , 且 可 展 为 马 殉 劳 林 级 数 . 在 原 式 中 令 工 = 二 0 可 得 (0) 二 0, 原 
式 两 边 求 导 得 
5 2 


专题 2 一 元 函数 微分 学 
A (1) 
在 (1) 式 中 令 工 =0 得 广 (0) = 二. (1) 式 两 边 求 导 得 
f(z) Fin (2) 
在 (2) 式 中 令 zx 二 0 得 了 7(0) 一 一 字 . (2) 式 两 边 求 导 得 


户 (z) 一 让 六 (和 守 )=0 (3) 
在 (3) 式 中 令 工 二 0 得 了 六 (0) 二 0.(3) 式 两 边 求 导 得 (x) == 0, 如 此 继续 可 得 
FR) 0 wa 
因此 函数 f(x) 的 马克 劳 林 展 式 为 


f(z) = f(0) 十 (0)z 十 高 If (Ox 十 相 BOD 人 be wb 
4 8 » 


a 


3 7 


此 胃 数 f(x) 即 为 所 求 的 函数 . 
例 2.S7( 北 京 邮 电大 学 1996 年 竞赛 题 )  ” 设 国 数 f(x) 在 (xo 一 6,xo 十 6) 上 有 


n 阶 连续 导数 , 且 
f(z)=0 =230mn—1) 县 f(zo) 壬 0 


当 0 过 | 有 | 过 5 时 ,有 


f(xoth)— fro) =hf (roi+0h), 0<0<1 ( 关 ) 

es ] 

试 证 : lim6 二 wy 
Re Vn 
解析 运用 泰勒 公式 ,有 
et Le + 人 er hr + 
nn) 
六 (CT 十 (xo)h + & 全 于 oo 十 大 a 

类 似 有 


f (xo +0h) = f tno) + 0h, 7 介 于 zosxo 十 0h 间 
” 63 . 
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将 两 式 代 入 (* ) 式 并 化 简 可 得 
OK 区) be ， 
(mh h| fF 十 起 二 和 1 (68) | 


(mn) 7 户 
放 二 一 全 = hi 9”. 邻 h 一 0, 则 é— Xx0,7 一 Xo, 由 和 的 连续 性 得 
71) ;2—1 
es) es f™ (x0) (limg) 


由 于 C8 六 0 故 limg = 二 =. 
或 1 yr 


例 2. 58( 全 国 大 学 生 2014 年 决赛 题 ) 设 Fe co( 一 co, 十 co), 且 
入 二 = f DHF Dh+ Ff r+on)h EE 


其 中 9 是 与 x,h 无 关 的 常数 ,证 明 .f 是 不 超过 3 次 的 多 项 式 . 

解析 若 f(x) 是 不 超过 2 次 的 多 项 式 , 因 (zx) 三 常数 ,所 以 VOE (0,1)， 
(二 式 成 下。 

下 面 不 妨 设 f(x) 不 是 不 超过 2 次 的 多 项 式 . 对 函数 了 (zx) 应 用 泰勒 公式 ,在 工 
与 十 9h 之 间 必 存在 &, 使 得 


Preah = Fn) Cr + 37 8 Oh)’ 


其 中 0 为 0,1 之 间 的 常数 .将 上 式 代入 (x ) 式 并 化 简 得 
#1 (902 一 2f (z+ h)— 2fF(r) — 2f (x)h— 


下 4 
此 式 两 边 令 h 一 0, 并 应 用 洛 必 达 法 则 ,得 
Y ie i BP PC 一 训 8 
sf (x)0 lims I 
_r fF)S= f(z) 37 (2)0h 
= 6p? 
ed lt ee 
= lim 计 十 如 一 3 全 C596 (此 式 右 端 极限 存在 9 一 去】 
h-e0 12h 3 


Yr) 


12 


由 此 可 得 Fo (z) 二 0, 于 是 函数 f(x) 是 3 次 多 项 式 , 且 此 时 0 = 本. 


综 上 可 得 f(x) 是 不 超过 3 次 的 多 项 式 . 
例 2. S9( 全 国 大 学 生 2012 年 决赛 题 ) 设 Fz) 在 (一 ,十 ce) 上 无 穷 次 可 微 ， 
并 且 满 足 : 存 在 M 二 0, 使 得 


| f(z) |M (rE (一 上 ,十 ce), 玉 一 1,2,……) 


“(zx)h’ 一 


。 64 。 
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且 满 足 (去 )= 00n = 1,2,…), 求 证 :在 (一 20, 十 oo) 上 有 f(x) 一 0 
解析 首先 ,由 f( 充 )=0 得 lim/( 充 )=f(0) 0. 对 函数 f(z) 在 [0, 冯 | 应 
用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 必 3&(n) E (0, 广 ) ,使 得 


0 二 几 广 }= f(0) + 广 (& 0D) 广 一 了 (6&0n)) 充 
SVn€E N 有 f(tn))=0D i 二 一 0 


应 用 马克 劳 林 公式 , 必 3&(n) E (0, 序 ,使 得 


0 = 放 关 j= f(0) + f (0)s + (gn)) ( 志 ) = 页 /Ce CnD) ( 计 ) 


-> 妆 元 人 N* ,有 fre tn)) = 0 limf (&(n)) = peo) 二 六 


依 此 类 推 ,应 用 马克 劳 林 公式 可 得 ,YAEN- ,有 ff”(0) 二 0. Y xo ER, 再 应 用 马 
克 劳 林 公 式 , 在 0 与 z 之 间 必 存在 ,使 得 


诉 z 水 = 成 后 让 Po 十 se 寺 Ef op EE 


本 


] AH 7 EN Al 
RFI (Hx 


由 于 级 数 > Ti eT 二 M(e®s 一 1), 所 以 


wa 0 (k++ 00) 


因此 f(xo) = 0. 由 xo € R 的 任意 性 , 即 得 Yx € R, 有 f(x) 二 0. 
例 2. 60( 英 斯 科 纺 织 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 设 f(x) 在 (0, 十 ce) 上 二 阶 可 导 ， 
lim f(x) 存在 , 当 0 坟 工 <+ce 时 ,| f(zx) | 委 1 求 证 : lim f (x) = 0. 


解析 Ve 之 0, 应 用 泰勒 公式 ,有 


这 里 郊 闻 -05 五 志 有 过 天 十 于 是 
tr fl ,Li 
| Cn) 上 = (we Cw ;f(b)e 


& 


| f(x+e) — f(r) + 亏 | 天 Key | € 


ea ke 


a 
vss 


,EB = 
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| ps a 
E 2 
今 工 一 十 00, 得 
lim | F(z) | 去 工 “ 6 十 上 
ER E 2 
由 e 之 0 的 任意 性 得 lim | (zx) | 二 0, 即 


lim f° (XxX)=0 


例 2.61( 莫 斯 科 电 子 技术 学 院 1977 年 竞赛 题 )” 设 f(x) 二 阶 可 导 ,f(0) = 
f(1) = 0, min f(z) 一 一 ,求证 : max f (zx) -> 
XEL0,1) ZELU,1] 


解析 ” 因 f € C[0,1], 由 最 值 定理 , f(x) 在 [0,1] 上 最 小 值 存在 , 令 
f(C) = min n f(x) 一 一 ] 


因 f(x) 在 x = 二 C 处 可 导 , 所 以 Pe 二 0. 函数 f(x) 在 工 王 C 处 的 泰勒 展 式 为 
jy = 0 tf Oz—O + OC) (1) 

这 里 & 人 外 于 EC 与 xz 之 间 , 在 (1) 式 中 分 别 令 工 二 0 与 xz 二 1, 得 
0= f(0) = f(O) +#f (EY)C =—1+#7 (8)C (2) 
二 + #7 6) a + 亏 f(&) 0 -Cj 


这 时 6 之 襄 之 GC 之 名 之 1 于 是 有 


f= = 
CT 当 C = 到 CE) = FURY = 
0 ed od > 时 ， 16) > 一 一: 
到 
(3) 当 坟 <C<1 时 ,j6) > 一 全 一 一 8 


综 上 ， 可 得 maxy (x 让 
例 2. 62( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 某 人 由 甲 地 开 汽车 出 发 , 沿 直线 行驶 ,经 
h 到 达 乙 地 停止 ,一 路 通畅 . 匣 开车 的 最 大 速度 为 100 i Mee 
中 加 速度 的 变化 率 的 最 小 值 不 大 于 一 200 km/h.. 
Ei 
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解析 设 1 为 时 间 ,v(z) 为 速度 ,a(z) 为 加 速度 , 则 w(0) ==0, v(2) 一 0. 设 时 刻 
i, 速度 达 最 大 值 , 则 w(t) == 100, vw (i) = a(t,) = 二 0. 由 泰勒 公式 ,有 


v(t) = vt) Fy Ct i,) Fr (OO— 1 )? 
= 100+ 3a (OO— 0) 
其 中 & 介 于 4 与 加 之 间 . 分 别 令 上 一 0 与 上 一 2 得 
(0) 二 站 一 100 十 地 a'( )z2 


2Y = 0 = L100 二 地 a (&,)(2—1,) 
其 中 人 0 之 名 忆 国 芝 玉 之 久 
(1) 着 二 1, 则 a (8) = ow (68) 一 一 2005 
200 


(2) 车 0 二 过 1, 则 a (&) 二 200; 
0 
计 - / 5 200 
(3) 才 1 过 二 达 如 则 6》 i 一 人 
0 


村 于 
mina (1) < min{a (é,) ,a (&)} <— 200 


例 2.63( 精 选 题 )” 设 函数 f(x) 在 [a,5] 上 二 阶 可 导 , fF (a) = 二 0, 了 f(b) =0， 
求证 : Jjé 医 (ayp) ,使 得 


— a)’ 


解析 “函数 f(z) 在 x = 二 a 与 x = 二 5 处 的 泰勒 展 式 分 别 为 


f(z) = fla)+ fF (a)(x—a) + )(z— ay (1) 


Fp 网 克 、BC 一 琴 拉 2 Ji (2) 


这 里 和 E€ (ayZT) 7 E (x,b). 
在 (1) 和 (2) 式 中 分 别 令 zx = 全 得 


2 
人 _r 和 / db 
fl( )= Fa) 十 SE a) 
-fd + er (3) 


。 67 。 
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f (3)= f+ ( 


= f(D) + FG a) 


2 ) 


这 里 总 E (4,9) ,WE (2 了 ,5). (3) 式 减 (4) 式 得 
ff) — fla) = $0) — fTG— a) 
| f(6) — fla) | = 读 i 起 一 中 
< IH fF) 6a) 


二 max( | # (ay}|, [fm) (6— a@)* 
= | 了 (| (a) 


这 里 = 包 或 n i 
例 2. 64( 精 选 题 ) (1) 根据 ez oe 


es’ , 
a 


71 | 


we ee by | i 
eT pndi 
证 明 : 

1 十 z 十 到 十 可 二 十 站 5 (0<r<n 


(2) 求证 :; jE € pi 


100 


Se nik 
|e 1s 十 午 二 于 十 ~ 十 者 机] 下 二 区 
解析 应 用 (2) 式 , 有 
1l 


(3) 式 名 | e' (zrC—t)" d< se 
应 用 n! = 了 (2 十 1) = | eitrdt, 有 
元 十 cc 
(4) 式 2| ez—a"d<| ed 
艾 十 ec 
S2| eudu = et*"dt ( 令 妈 二 x 一 1) 


x 十 ce 
S| ed 一 | eI) 
0 
。 68。 


(4) 


3 


(2) 


(3) 


(4) 


下 面 证 明 : | eed 一 | eed 当 此 式 成 立时 ,(5) 式 自然 成 立 . 令 27x 一 t 二 久 , 则 


27 元 六 
| 二 | eT(2T— Ww) d= | ee N27 1) "dt 
奖 0 


记 f(Q2) = ew*, 则 只 需 证 明 f(2) 过 f(2x 一 站 (0 二 1 过 和 才 ), 即 
Zi— we} nln(2r 2) > nlnt (6) 
今 gt) 一 224 一 z) 十 zln(2z 一 已 一 nlnt0 trn) 则 g(r) 一 0,g (1) = 
一 -这 芋 ,因为 妈 写 下 之 2 红 一 辣 , 所 以 g'(0) 一 0, 从 而 &(CD) 严格 递减 , 故 &(D) 
>» g(x) 三 0 得 人 6) 去 成 立 ， 
(2) 令 


F 亲 一 下 位 十 z 二 条 寺 闲 十 十 注 ja 
则 f(z) € CL50,1001, 且 


fC50) 一 | sm(- 二 十 条 十 看 十 ~ 十 车 


D0 


)dz 二 | 志 ze。 erdz 一 
1 


100 2 3 100 
FW00) 一 | (1 十 x 十 条 十 要 十 一 十 半 D >| 人 二 ed 一 
0 ， 。 


oo}. 


应 用 介 值 定理 , 3& € (50,100) ,使 得 f(&) = 50. 
例 2. 6$( 莫 斯 科大 学 1977 年 竞赛 题 )  ” 设 国 数 f(x) 在 区 间 ( 一 1,1) 上 任意 阶 
两 与 5 昌 六 《By 天 0 三 1 ， 2 Bs …) ,又 设 对 0 一 | 路 [2 l 和 nn 全 N, 有 泰勒 公式 


m1) 7) > 
Py = FO + FC i | + 


这 里 0 过 9 过 1. 试 求 limb. 
解析 由 题 给 条 件 得 
ol fee) — f(D — FO — 一 万 一 全 ae] 


(Ar) = ( 汶 一 | 
拉丁 
mn (Or) a tw (0) | 1 
Ar 
(一 
az) 一 F0) 一 07 一 全 一 大 一 am) 一 Fo(O)z 
ee (m= 1 
— es 
fy 
由 于 


: 
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_ A CE ) i “A CU)Y ot (0 0 
lim 人 天 二 


1 


全 
nl (FD)— AO 一 六 OOz 一 全 一 大 一 xz) 一 Fo(0)m 


|; (7 一 1)! 
ee rt 
| Tn) = nn) | 

= lim 于 人 如 一 人 0) (次 应 用 洛 必 达 法 则 ) 
了 一 | (77 十 Lz 

”2 十 a i 


故 ( x ) 式 两 边 求 极限 得 


] 
pl 


Fr (0)。limg = f "(0) » - 


于 是 lim = 二， 


2.2.6 利用 洛 必 达 法 则 求 极限 ( 例 2. 66 一 2. 77) 


i 


例 2.66( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 已 知 ln 一 二 一 一 c(c 关 0), 求 上 和. 


解析 应 用 等 价 无 穷 小 因子 代 换 与 洛 必 达 法 则 ,有 


es (1 一 TCOsr) = a 
z0 kr cos'r 工装 


因为 c 关 0, 所 以 上 一 1 = 2. 于 是 


ee 
原 式 一 2 lim 2 i 


所 以 上 一 3wc 一 坊 ， 


例 2. 67( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) lim (十 22 十 1 一 ze ) 一 


解析 令 z= 二 ,并 运用 洛 必 达 法 则 , 则 


] 3 一 此 中- 
8 二 人 十 训 和 二 旋 


sen as /— | 一 一 
0 Ls 2 ==1 


co5| 一 
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例 2. 68( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 求 lim {一世 一 二 =). 


lnx 
解析 化 简 后 应 用 洛 必 达 法 则 ,有 


Zn 一 工 十 ] 
原 式 = lim 二 1)Ind 二 x 一 1) 


| 
一 
se nl "Ee gp 
Ee pr ee 下 二 
例 2.69( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 求 lim 一 一 < 
rr-»] ln 并 一 工 十 ] 


解析 ”应 用 洛 必 达 法 则 ,并 应 用 取 对 数 求 导 法 则 ,有 
原 式 = 一 i 


zx 一 |] 1 T=} 1—zx 
7 
(十 lnz)2 十 
lim UT ee 2 


例 2. 70( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) 求 极限 lim sin(sinz) 一 SIntSsintsitnz)) _ 


) SINT 。 Sin(sinz) »。 sin(sin(sinz)) 
解析 令 sinz 二,; 则 


sinu — sin(sinu) 
原 式 = lim 一 一 一 一 一 一 一 ~ 
cn WU* SINU * SiNn(sinu) 


应 用 等 价 无 穷 小 代 换 与 洛 必 达 法 则 得 


SINU— Sin(sinu) _ 1. cosu©— cos(sinu) » cosu 
原 式 三 lim 一 一 一 一 一 一 = 二 lim -一 


u—*0) wi uu—*0 3u: 
5 = eOSCSEE 1， ,1 =vosCsinu) 
= lim C—O lim cosu 一 lm 一 一 一 
u-»{ 3 te() tt-*0 3U” 
] ,2 
= iT i lim -< = 1 
tt 3u: u—>() Bu 6 


例 2.71( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) 求 极限 lim 一 tanttanz) 一 tanttanttanz) 
”0 tanr 。 tan(tanr) » tan(tan( tan7z)) 
解析 令 tanz 二, 则 


tanu 一 tan(Ctanzt ) 
原 式 三 ji 一 一 一 一 一 一 ~、 
u*0 U* tanu » tan( tanu) 


应 用 等 价 无 穷 小 代 换 与 洛 必 达 法 则 得 


原 式 二 lim tan& 一 tan(tanu) _ limsec u — sec’ (tanu) 。Sec zx 
2 wu -0 3 


»* 7] 。 
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1 1 一 sec:(tanx) i. 2 . 1 — sec’ (taniu) 
= Hn eC We= lm 
u—*0 3 uu Le 人 it—»0 3 uu 
es tan’ (tanu) _ Tim 一 站 人 
由 3z is0 3 3 


例 2.72( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 设 f(x) 在 x 二 0 处 3 阶 可 导 , 自 f (0) = 二 0， 
fF (0) = 2 9 求 lim 1 (er 一 f(T) 


解析 应 用 党 必 达 法 则 及 等 价 无 穷 小 蔡 换 , 则 
‘(ee 一 11) 二 esf 


_ x EFC})— fF (ry __ i 
原 二 一 lr Be lim bz 
= 二 (limer 次 GE 一 fr (0) + ed bh 
6 rx—>0 rr-*[ er ==— 


i 一 二 1 We — 


一 人间 XxX—*0 


| 


二 人 (CCO) 十 mr(0) 一 fw(0) + 6) = 


例 2. 73( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 求 lim Zln(2— cosz) —3[(1 + sintz)* —1] 


LzlnG 十 元) 于 
解析 原 式 = lim 2in(2 一 coszy 一 a 二 Sina = 
2sinx 
2 — coOsx 
I-—*0 47’ 


2 
一 (1 十 sin x) :2sinxcosz 


a 二 sin” dt 一 (2— cosx) cosz 
eo (2 一 cosz)2z2(1 十 Sin: zy 


ps (1 十 shy 一 (2 — cosx)cosz 


10 2 
2 六 
二 (1 二 sn xr) sin2z 2sinz CO— sin2x 
= ia 
~ 4x 


= lim (1 + sin x) sl SOA i Zsinz _ J] SIN2x 


由 过 I x 汪 XT-*0 47 


和 二 
3 EE 沁 2 3 
例 2. 74( 全 国 大 学 生 2010 年 预赛 题 ) 求 lim er(1 十 二 ， 
解析 ”应 用 洛 必 达 法 则 ,得 
La 分 . 


专题 2 一 元 函数 微分 学 


厦 式 二 lim evexp (zln(1 十 二 )) 


= lim exp (zln(1 二 二) 一 z) ( 令 一 


I 
™ 
BD 4 


_ 1 Int 区 一 a 


= lim exp 


ws | 
im exp (FicT 寺 5 ) 二 充 
注 : 本 题 的 一 个 错误 解法 是 
ee 
例 2.75( 浙 江 省 2006 年 竞赛 题 ) 求 limn| (1 二 古人 小 


解析 先 考虑 limt| (1 十 至 ) 一 e |. 令 x 一 二 ,应 用 等 价 无 穷 小 因子 代 换 与 
洛 必 达 法 则 ,有 


r—0+ Fr r—>0+ 人 
x 
3 nt Se) — rr 二 Win 1 十 六 
r—*(0+ FF r—0+ 2r 
2 
= -1 ee 一 过 
ZH ml 


故 原 式 =—5e. 


27 eA nr 
例 2.76( 全 国 大 学 生 2009 年 预赛 题 ) 求 lim (后 ,其 中 是 


给 定 的 正 整数 . 
解析 “利用 关于 e 的 重要 极限 与 洛 必 达 法 则 ,得 


站 
(e+ Te De 


_ 1 te tie me 
tn(1 + 
(lim 二 全 二 全 人 一 | 
P 一 ”站 nr 
= exp 人 li 人 村 le 
= expl lim 一 ez 
六 7 


全 
例 2.77( 英 斯 科 石 油 与 天 然 气 工业 学 院 1976 年 竞赛 题 ) 来 it tan) 、 


o Ta 
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| nl tan ] re Sec ] 下 
解析 ” 原 式 一 exp| lim Wd “1 十 苛 
] 二 
Zn | 8 
| CY |; (1 + 2 
= pl Hi OO | erp Lis \ 
"sin ET "cos ENT 。 < 
1 十 2z 1 十 27z (十 2 六 这 
: 4 i 
= exp( lm 一 二 一 1 


2.2.7 导数 在 几何 上 的 应 用 ( 例 2.78 一 2. 95) 
例 2.78( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 )” 设 限 数 f(x) 在 z= 二 2 处 可 微 , 且 满 足 


tO) = CL 
这 里 o(x) 表示 比 z 高 阶 的 无 穷 小 ( 当 zx 一 0 时 ), 试 求 微分 df(z)| ,并 求 曲 线 
y 三 (Zz) 在 点 (2,f(2)) 处 的 切线 方程 . 


解析 因为 f(x) 在 x 二 2 处 可 微 即 可 导 , 所 以 f(x) 在 x = 二 2 处 连续 ,又 函数 
P(X) 二 必 正 芒 ， Jy(7) 二 2 一 
在 二 0 处 连续 ,在 (1) 式 中 令 工 二 0 得 2f(2) 十 72) = 3; 因 此 f(2) =1. 
将 (1) 式 化 为 
2( = FS 一 一 2 2 + 0) (2) 


er 
因 f(x) 在 x 二 2 处 可 导 , 应 用 导数 的 定义 得 
lim 一- = (2), lim 人 人 py 


又 lim (2 十 全 型 )= 2, 故 在 (2) 式 两 边 求 极限 得 六 (2) 一 2, 即 


df(z)| ,=f (2)dr = 2dr 


且 曲 线 y 二 f(x) 在 点 (2,1) 处 的 切线 方程 为 
y 一 1] 二 了 (2)(x 一 2)， 即 2zx 一 y= 二 3 
例 2.79( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 已 知 函数 y 二 f(x) 对 一 切 z 满 足 xf (x) 
于 Se 7 (r=1 一 ee 着 了 txoy 一 0 aw 闯 的 。 则 ( ) 
A. f(zo) 是 f(z) 的 极 大 值 
B，(4zo, jzo)) 是 曲线 y = f(x) 的 拐点 
C. f(xzo) 是 f(z) 的 极 小 值 
D， f(zo) 不 是 f(x) 极 值 ,xo ;f(zxo)) 不 是 y= 二 f(x) 拐点 
。 74 。 
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解析 在 原 式 中 取 oo = 得 


1l—e™ 
dd Ee 
f (xn) 一 

Xn 


当 汪 全 时 5 因为 1 二 8 全 一 0s 所 以 f (zo ) 污 0; 当 记过 0 时 ;因为 1] 一 €e ， 三 0， 
所 以 了 (zo) 宇 0. 即 Vzxo 关 0 有 天 (zw) 请 0, 所 以 f(zo) 是 f(x) 的 极 小 值 . 故 选 C. 
例 2. 80( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) ”在 下 面 两 题 中 ,分 别 指出 满足 条 件 的 函数 是 
否 存 在 ? 寿 存 在 , 举 一 例 ,并 证 明 满 足 条 件 ; 硅 不 存在 ,请 给 出 证 明 . 
(1) 函数 f(x) 在 x 二 0 处 可 导 , 但 在 z= 二 0 的 某 去 心 邻 域内 处 处 不 可 导 ; 
(2) 函数 f(x) 在 (一 8,6) 上 一 阶 可 导 (8 二 0) ,了 (0) 为 极 值 , 且 (0, (0)) 为 曲 
线 y 王 f(z) 的 拐点 . 
解析 (1) 满足 条 件 的 的 琐 数 存在 ,例如 
姨 ， 工 为 有 理 数 ， 
0， a 为 无 理 数 


: a 2 
证 明 如 下 : 因为 0 之 | 人 台 二 A 中 | < | 至 | = 1=|, 故 由 夹 通 准 则 可 得 
lim 全 = 0, 所 以 了 (0) = lim 塘 王 一 广 = 0. Ya 天 0, 若 o 为 无 理 


f(x) = | 


数 , 则 f(a) 二 0, 当 xz, 取 有 理 数 趋 向 于 a 时 ,lim 信守 一 全 2 一 lim 和 


一 x akn 


若 a 为 有 理 数 , 则 f(a) = 必 关 0, 当 zz, 取 无 理 数 趋向 于 a 时, lim 外 于 一 全 一 


lim 0 一 所 = oo. 综 上 可 知 f(x) 在 x 二 a 处 不 可 导 , 于 是 f(x) 在 二 一 0 的 任何 去 


心 邻 域内 处 处 不 可 导 . 

(2) 满足 条 件 的 明 数 不 存在 ,证 明 如 下 (用 反 证 法 ): 因为 f(0) 是 极 值 , 所 以 
三 (0) 一 0. 不 妨 设 A(0) 为 极 小 值 ,车 (0,f(0)) 是 拐点 , 则 存在 xz 二 0 的 去 心 邻 域 U 
一 { 人 Zz|10 一 zl 志和) 过 9) ,使 得 在 口中 zx 三 0 的 左右 侧 , 广 (z) 的 严格 单调 性 
相反 . 不 妨 设 一 8 二 x 二 0 时 ,了 (x) 严格 增加 ,0 二 z 二 6 时 ,了 (zx) 严格 减少 . 因 
(0) ==0, 于 是 Yx EU, 都 有 (xz) 二 0. 因 此 0 二 x 二 5 时 ,函数 f(x) 单调 减 
少 , 故 f(0) 不 可 能 是 f(x) 的 极 小 值 . 此 与 f(0) 为 极 小 值 矛 盾 ,所 以 满足 题目 条 件 
的 函数 不 存在 . 

例 2.81( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) ” 求 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 P(z) ,使 得 它 在 
zx 三 ] 时 取 极 大 值 2. 且 (2,0) 是 曲线 y= 二 P(z) 的 拐点 . 

解析 令 P(z) = alx 一 2), 积 分 得 


P’(x} = a —2z)+6, P(X) 一 a (万 — + 妈 十 ce 


由 题 知 P'(1) 二 一 Satb = Sa 4b+c = 2,P(2) = 一 Sa 二 26 十 


* 7D 。 
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二 0, 解 得 a 二 6,6b = 二 9,c = 一 2, 故 所 求 多 项 式 
P(x) 一 妇 一 6zz 十 9z 一 2 


例 2. 82( 浙 江 省 2008 年 竞赛 题 ) 证 明 : 方 程 1 十 十 让 1 十" 十 于 =0 当 n 为 
奇数 时 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 
解析 令 所 (x) 二 1 二 十 大 十 … “FT , 则 f,(0) = 1. 当 z 之 0 时 , 矿 (z) 单 


调 递增 , 故 2 一 0 在 L0， 十 Ce) 上 没有 实 根 . 令 学 有 二 人 下 1 , 则 当 工 一 一 co 时 ， 
faxn(z) 一 一 co 因此 fowi(x) 一 0 在 (一 c2,0) 上 至 少 有 一 个 实 根 . 

假设 存在 zi ,zz 满足 一 2 二 zi 二 zz 二 0 是 方程 Pa (xz) == 0 的 相 邻 两 根 , 则 
fn CX1) = farr(z2) = 0. 因为 


fon) = fouilz) 


zt 
2 一世 


故 zi (zl) =— gi>0 ;了 zi(ZXz) 之 0, 所 以 zi ,zs 均 是 方程 的 单 根 . 又 因 


a(x) 在 fawn(x) = 0 的 相 邻 两 根 处 符号 相反 ,此 与 了 zi (zxi) > 0, firi (zz) 
> 0 矛盾 . 从 而 方程 fz (x) = 二 0 有 和 且 仅 有 一 个 实 根 . 

例 2.83( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) 已 知 函数 f(z) 在 闭 区 间 [La,5j] 上 二 阶 可 导 ， 
对 于 [a,65] 内 每 一 点 zx,，f(z) 了 (x) 这 0, 且 在 [a,6bj] 的 任何 子 区 间 上 f(x) 不 恒 等 于 
零 . 试 证 : f(x) 在 [a,b] 中 至 多 有 一 个 零点 . 

解析 方法 1( 反 证 法 ) ” 设 f(zx) 在 La,b|] 中 有 两 个 零点 zx 与 x2(zi 过 zz). 因 
f(z) 了 (xz) 主 0, 所 以 

(fF 7)) = [Fx FF+ fx)f (x) 0 
假设 g(x) = f(x) 了 (zx), 则 g(x) 单调 增 . 又 因为 g(x1) 二 g(xs) = 二 0, 故 YrE 
[zi,Zx2j, g(x) = 0, 由 于 VYzx€ Lx,zxzj, 有 
(天 RD = FTF Ce) = Byler) = 
所 以 YizEeE [mr ls 瑚 5) = 而 f(z} = 二 0, 于 是 YXE Laszz rz) 王 0 从 
而 导出 了 了 矛盾. 

方法 2( 反 证 法 ) ” 设 zxi,zz(zi 三 xz) 是 f(x) 在 [a,bj」 中 的 两 个 相 邻 零点 ,不 
妨 设 YXE (zi ,zo); f(x) 汪 0. 由 于 fx) (xz) 宇 0; 故 f(x) 宇 0,zE€ Lzxisyzzj， 
因此 广 (z) 单调 增 . 

在 zi 的 右 邻 域内 f(x) 汪 > 0, 所 以 了 (zi) 宇 0; 在 zz 的 左 邻 域内 f(z) 之 0, 所 
以 了 (zz) 寺 Q. 于 是 YrxE [zsxjs (x)= 二 0, 而 (vw) = 二 0, 故 f(x) 在 [xyszaj 
上 为 常数 0, 导出 了 矛盾 . 

例 2.84( 北 京 市 2000 年 竞赛 题 ) ” 设 f(7z) = 二 asr” 十 … 十 aiX 十 Qo(n 宇 2) 是 
实 系数 多 项 式 , 且 某 个 a = 0(1 才 上 和 有 一 1) 及 当 i 关上 时 a; 关 0; 证 明 ; 若 rz) 
二 0 有 nn 个 相 异 的 实 根 , 则 ai_iati 三 0. 

“ TE 
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解析 ”对 多 项 式 f(x) 求人 一 1) 阶 导数 ,得 
| (x) = bo 二 办: 广 b> x 十 am 十 DB nm 
其 四 卫 二 a (k= D100b =a kl =0b=ans 和 天 0. 因为 f(x) 


二 0 有 7 个 相 异 的 实 根 , 故 由 罗 尔 定理 知 f (x) 二 0 二 个 相 寞 实 根 ， 
令 为 一 1)"* bo 关 0. 取 多 项 式 


g(X) = 可 Hi Tbe ei@i® 十 DoX 十 页 元 二 box 
则 g(z) = 二 0 有 (n 一 k 十 1) 个 互 异 实 根 X71 zu. 由 于 


站 一 二 ee 2 


有 两 个 互 异 实 根 ,根据 刀 二 0 可 知 
让 二 由 一 过 陆丰 一 克 一 切 1 :>0 


即 go。 包 < 才 0, 故 ar。ak < 去 0. 

例 2.85( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) ”假设 人 为 常数 ,方程 好 一 二 十 1 一 0 在 区 间 
(0, 十 ce) 上 恰 有 一 根 , 求 & 的 取 值 范围 . 

解析 方法 1 令 f(x) = kx 一 一 十 1 (z+ 记 0), 则 了 (zx) 一 十 二 


(1) 当 玉 之 0 时 , 因 f(0 十 ) = 一 尼 ， ff( 十 00) = 十 oo, 且 了 (zx) 放 0,; 所 以 f(x) 
严格 增 . 于 是 & 放 0 时 f(x) 恰 有 一 个 零点 ( 即 f(xz) = 0 恰 有 一 根 ). 
(2) 当 上 二 0 时 ; f(z) 一 一 二 十 1 =.0 恪 有 一 根 过 = 守 
(3) 当天 过 0 时 , 因 了 (0 十 ) = 一 oo f( 二 00) = 一 00, 令 六 (x) =0, 解 得 驻 点 
| 


Wh = FE 0 二 ZX 过 zo 时 了 (zx) 汪 0,f(z) 严格 增 ;x 训 时 了 (xz) 过 0,f(z} 严 


格 减 ,所 以 f(xo) = 1 一 2vV 一 为 极 大 值 . 令 f(xo) = 二 0, 得 一 一 并 ,此 时 f(z) 在 
X 户 0 上 恰 有 一 零 扩 . 


帮 f(z) 二 0 在 (0, 十 oo) 上 恰 有 一 根 时 的 取 值 范围 是 (| 一 证 或 8 之 0|. 


心 | 王 


方法 2 用 初等 数学 方法 求解 . 原 方程 今 kx’ 十 7 一 1 二 0, 令 
下 


(1) 上 二 人 时 ;f(z) 二 一 1 三 0 恰 有 一 根 这 二 1. 
(2) 有 关 0 时 ,着 1 十 快 大 0,f(x) 三 0 的 根 为 
e。 77 。 


yl 


2 和 


Re 0 | 


a ~ a 


解 得 4 之 0; 若 1 十 羽 一 0( 即 上 一 一 十)， 翅 友 二 四 前 一 荫 盖 站 关 1 二 本 过 人 
f(x) 三 0 无 根 . 
改 f(z) 一 0 在 (0, 十 cc) 上 恰 有 一 根 时 的 取 什 范围 是 (kk 一 一 十 或 4 0|. 


例 2. 86( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 设 y= jzZ) 二 本 “讨论 f(z) 的 
连续 性 ,并 求 单 调 区 间 、 极 值 与 渐 近 线 . 
解析 因为 lim BEz 一 一 cc, 所 以 


lim Yr = exp( lim 2 _0 


而 了 (0) 二 0, 所 以 jz) 在 z 一 0 处 右 连续 ; 工 之 0 时 大 z) 为 初等 图 数 , 所 以 连续 . 
因此 f(x) 在 [0, 十 co) 上 连续 . 


因为 x 之 0 时 了 (zx) 一 渤 ( 亚 ) = 并 一 旦 , 令 了 (zx) = 0, 解 得 驻 点 为 


无 一 芭 因 v 妆 三 0, 且 当 0 二 袜 二 ee 时 广 ( 友 达 0, 当 去 三 E 时 广 (z) 过 0 所 以 f(x) 
在 (0,e) 上 严格 增 , 在 (e, 十 se) 上 严格 减 . 


由 上 述 f(z) 的 单调 性 得 f(e) = e* 为 极 大 值 ,无 极 小 值 . 
由 于 


lim f(x) 一 im exp( 2 一 exp( li lim Mz)= E = |] 


] 
所 以 y 二 f(z) 有 水 平 渐 近 线 y 二 1. 

例 2.87( 浙 江 省 2009 年 竞赛 题 ) ” 设 函 数 满足 F 广 (z) 二 0,| f(z)dz 二 0, 证 
明 : VE [0slls | FU) | maxt fCO0F, FUIYY. 


解析 记 max{f(0),f(1)} = 二 d. 由 f(z) 宇 0, 得 y= 二 f(x) 的 图 形 是 四 的 ， 
于 是 Yx € [0,1], 有 


rie= fCL— rp) sO0F roel — rz ry 
<d(l—zx)+drz=d (C15 
义 Vzxo EE (0,1), 考 虑 连接 点 (0, fC(0)) (xos f(zoD,01 ,了 《1)》 的 折线 ,有 


f+ i 一 0)， % EE [O00 1 
y= g(x) = 


et DD Et (x031 | 
es。 78 。 
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由 于 yy 三 f(z) 的 图 形 是 四 的 , 则 f(z) 过 g(x), 故 

4 | fdr pi i 却 (f(0) ey (fC) EI) 
= 方 f(zo) 十 方 (fC0)zo 十 f(D 0 一 zx0)) 

即 


= 一 (2) 


由 (1) 和 (2) 知 Vxz€[0.1]; | f(x) | 才 d; 即 | f(x) | max{f(0).,f0)}. 
例 2. 88( 上 南京 大 学 1995 年 竞赛 题 )” 设 f(z) 在 [0, 十 0) 上 可 导 ,f(0) = 二 0， 


且 了 (x) 单调 上 升 ,求证 :大 型 在 (0, 十 ce) 上 单调 上 升 
解析 今 F(z) 二 LD (zx 守 0), 则 
F(x) = 站 类 二 元 f(x) Ef Gry — 0 = OE> 
应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 3&€ (0, x) ,使 得 
fz) = f(0) = fF (Oz 
于 是 
a 人 合计 大 的 开国 一 广 (6) 


由 了 (zx) 单调 增 ,所 以 了 (8 过 太 (z) ,代入 上 式 得 下 (z) 宇 0, 故 F(x) 单调 增 . 
例 2. 89( 莫 斯 科技 术 物 理学 院 1977 年 竞赛 题 ) ”就 参数 a 讨论 方程 e@” == ax 


实 根 的 个 数 . 
解析 a 过 i la 盖 0, 所 以 原 方 程 无 实 根 . 下 面 令 & 二 0. 令 FGz) = 
z , 则 limyfz) = ,f(T oo) =T 3, f(—5°0)= 0. 叉 
f(z) = EE 
所 以 
os 0 《0,2 2 《as Ee) 
一 0 十 
Y 


于 是 当 关 6E (一 00;50) 时 ,f(x) 从 0 严格 增加 到 十 eo; 当 x E€ (0,2) 时 ,f(x) 从 十 cc 
严格 减少 到 二 人 当 关 辣 (2, 十 ce) 时 ， f(z) 从 二 严格 增加 到 十 ce. 因此 得 到 : 当 a 
. 79 . 


委 0 时 , 原 方程 无 实 根 ; 当 0 二 < 去 ie 时 , 原 方程 有 一 个 实 根 ,位 于 (一 ce,0) 中 ; 当 a 


= 地 时, 原 方程 有 两 个 实 根 ,一 个 位 于 (一 oo,0) 中 ,一 个 为 x 二 2; 当 a 地 时 ， 


原 方程 有 三 个 实 根 ,分 别 位 于 (一 ,0)，(0,2) 与 (2, 十 ce) 中 . 

例 2. 90( 北 京 市 2004 年 竞赛 题 ) 已 知 方程 logsx = 二 x* 存在 实 根 ,常数 a 之 1， 
之 0, 求 ac 和 2 应 满足 的 条 件 . 

解析 令 f(x) 一 logz 一 地 (0 二 工 二 十 ce), 则 70 十 ) 三 一 co 7j( 十 co) = 
一 co 上 

1 ,1 btlna 
f (x) = Xlna i zlna 

今 f(z) = 0, 得 驻 点 wD = (blna)-#. 0 we A 2 时 ,f° (x) > 0s 当 0 < 时; 
六 (x) 过 0. 所 以 0 二 x 二 zxo 时 ,f(x) 严格 增加 ;x 之 zo 时, f(x) 严格 减少 . 所 以 
f(zo) 为 极 大 值 . 因为 原 方 程 有 实 根 , 故 f(xo) 三 0, 即 


ln(blna) 二 1 
blna 


由 此 可 得 a,6 应 满足 blna 云 一. 


例 2.91( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 设 f(r) = 二 x(x 一 1)* (x 一 3)? ,试问 曲线 y 
二 f(x) 有 几 个 拐点 ,证 明 你 的 结论 . 
解析 令 xz) 一 zz 一 DCz 一 3), 则 FGz) 一 刀 , 得 广 z) ==2u(z)u'(z), 其 


之 0 之 ln(Cplna) 委 一 ] 


中 (x) = 37x: 一 8z 十 3. 令 w(x) = 二 0, 解 得 x 二 Lh f(x) 有 5 个 零点 。 


we ss 3. 应 用 罗 尔 定理 ,在 六 (x) 的 相 邻 零点 之 间 必 有 PC) 
的 零点 ,所 以 挛 (z) 至 少 有 4 个 零点 ,但 由 于 产 (zx) 是 4 次 多 项 式 , 故 PCz) = 0 最 


多 有 4 个 实 根 . 因此 f(z) 恰 有 4 个 零点 ,分 别 位 于 (0,4= 必 )，(4= 交 ,1)， 


,a)m 


由 于 f(x) 是 多 项 式 , 它 的 一 阶 导数 、 二 阶 导 数 
都 是 连续 的 . zx = 二 0,1,3 显 见 是 f(z) 的 极 小 值 点 . 
由 连续 也 数 的 最 值 定理 ,f(x) 在 L0,1J,，L1,3」 内 
分 别 有 最 大 值 , 且 其 最 大 值 点 应 是 f(z) 的 零点 ， 


所 以 x 二 4 ,全 是 f(z) 的 极 大 值 点 .由 于 f(x) 在 极 小 值 点 zx 一 0,1,3 的 


附近 是 四 的 ,在 极 大 值 点 + 一 人 二, 人 十 V7 的 附近 是 号 的 ,所 以 /Cz) 的 4 个 零点 
* 80 。 
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左右 两 侧 的 四 是 性 改变 , 故 AZz) 恰 有 4 个 拐点 .由 f(zx) 的 简 图 也 可 见 此 结论 (如 
上 图 所 示 ). 
例 2.92( 美 国 高 校 竞赛 题 ) 设 0 过 xi 过 x(i 一 1,2,… 0), 令 二 二 (zi 十 zx 


+… 十 mn) 证 明 : 工 [ ne < (=). 


cad 


解析 ”由 于 0 二 zj 过 zw 故 0 二 xX 过 xsinx 二 文 . 令 f(x) = In Smz , 风 


FC = cotz 一 一 ， # Cr) 一 一 一 -十 二 二 0 
故 f(x) 的 曲线 是 凸 的 ,得 
] < ] 
Hs yz )= f(z) 
即 
sinz; Sin, sinx \” 
last ial [TS Jain Ss) 


pe 


六 
例 2. 93( 莫 斯 科 国 民 经 济 学 院 1975 年 竞赛 题 ) ” 设 n 为 大 于 1 的 奇数 ,求证 :n 
次 实 系 数 多 项 式 最 少 有 一 个 拐点 . 
解析 设 n 次 多 项 式 为 
f(r) = Taxrt+arr 二 + 二 Tax’ 
这 里 nn 宇 3. 且 1 为 奇数 ,a, 关 0; 则 
f(x) =a 2ard nmr" 
f (x) = 2a6asrtdt+ 二 nn lar™? 
因为 奇数 ,n 主 3, 故 nn 一 2 为 奇数 ,n 一 2 宇 1. 不妨 设 a, 计 0, 则 天 ( 十 o0) 一 十 co， 
三 (一 ee) = 一 00, 又 了 (z) 为 (一 eey 十 ee) 上 的 连续 函数 , 故 了 (x) = 0 至 少 有 一 
个 实 根 , 记 为 x = 二 c; 且 实 根 ¢ 为 奇数 重 根 , 记 为 & 重 (1 三 有 有志 n 一 2). 于 是 
f(x) = n(n 1)a,(r— ceeg(z) 
其 中 g(xz) 为 的 (n 一 2 一 k) 次 多 项 式 , 目 g(c) 关 0. 不 妨 设 g(c) 这 0, 则 在 之 三 
的 左 邻 域内 了 (x) 一 0, 在 x 二 c 的 右 邻 域内 f(x) 这 0. 由 此 可 得 + 二 c 是 f(x) 的 


A WY 


例 2.94( 莫 斯 科 建 筑 工程 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 设 y= f(x) 有 渐 近 线 , 且 
了 (x) 二 0, 求 证 :函数 > = 二 f(x) 的 图 象 从 上 方 趋 近 于 此 渐 近 线 . 
5 ,六 者 
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解析 ”由 题 意 ,此 曾 近 线 为 水 平 渐 近 线 或 斜 渐 近 线 , 设 其 方程 为 yY 一 c 民 十 六 . 令 
F(x) = 汽 区 一 是 一 p 则 


mn 一 一 


(或 极限 过 程 改 为 x 一 一 一 ), 且 F(x) = 了 六 (x) 过 0, 因 此 已 (zc) 在 [ec, 十 ce) 上 严格 增 . 
YaE(c, 十 co), 苦 Fa) >0, 在 Le,z] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 必 Ij& € 
(ay, 工 ) ,使 得 
F(x) = F(ao)+F (Orz—a) > Fla)+F (a)(r—a) 


今 工 一 十 co 得 lim F(xz) = 十 cc, 此 与 F( 二 560) 二 0 逆 盾 .上 YXE(c, 十 c5), 有 


F(x) 之 0. 因此 F(x) 在 [c, 十 ce) 上 单调 减 

VBE (ec, 十 00), 着 F(B) 二 0. 则 zx 请 B 时 

F(z) < F(B) we 

故 lim FGz) 委 下 (8) 二 0, 此 与 FR( 二 2) 二 0 蔬 慎 .者 F(B) 一 0, 因 下 (ce) 二 0， 
所 以 z 汪 hhB 时 ,F(zx) 二 0, 因 而 zB 时 户 (zx) 二 0, 此 与 F(x) 之 0 了 矛盾 . 故 
YrxE(lc, 二 50), F(z) 0. 此 表明 f(x) 半 ar 十 5, 即 y = f(x) 的 图 象 从 上 方 趋 
近 于 渐 近 线 . 

例 2.95( 莫 斯 科 矿 业 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ”两 条 宽 分 别 为 a 与 5 的 走廊 相交 成 
直角 , 试 求 一 个 梯子 能 够 水 平地 通过 这 两 条 走廊 的 最 大 长 度 . 

解析 以 走廊 A 与 走廊 B 的 交点 为 坐标 原点 ,走廊 A 的 一 边 为 x 轴 , 走 廊 B 的 
一 边 为 y 轴 建立 直角 坐标 系 ( 如 图 ). 则 走廊 A 的 男 一 边 
的 方程 为 y = 二 a, 走 廊 B 的 男 一 边 的 方程 为 x = 一 4b. 

过 原点 作 直 线 y = kr (0 一 4 一 十 ce), 设 此 直线 与 
一双 的 交点 为 卫 ,与 工 三 一 上 的 交点 为 Q,. 则 线段 PQ 的 长 
度 的 最 小 值 即 为 所 求 梯子 的 最 大 长 度 . 


因为 P,Q 的 坐标 分 别 为 P( 卫 ,a), Q( 一 6, 一 好 ), 所 
以 PQ 的 长 度 d 的 平方 为 


/一 太一 村 16) 十 (a 二 她 )* 


类 天) et 


* 2 。， 
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/ 皇 时 取 最 小 值 ,其 最 小 值 为 


人 全 )= Ca tI) + (Ya + Yr) 
= (Va + YI) + Ve (Va + YF) 
= (Va +ve) 

于 是 所 求 梯子 的 最 大 长 度 为 


9” 了 


2. 2.8 “不等式 的 证 明 ( 例 2. 96 一 2. 106 ) 
例 2. 96( 莫 斯 科 钢 铁 与 合金 学 院 1977 年 竟 赛 题 ) ”求证 不 等 式 : 


站 = b 图 
ee 和 Cw eb) 


5 
解析 不 妨 设 a 二 b. 令 
fr) = te 一 《站 届 ) 
则 fla) 寺 0. 对 f(z) 求 导 , 并 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 ,得 
f (xz) = ee(z—a)+ (ee)—2e = EE(r—a)— (ee — 
= 可 一 人) 一 全 (一 = (eC—€€)(z—a) 


其 中 a 二 & 过 xz, 由 于 ee 放 ,所 以 f(z) 宇 0 过 z+ 记 a 时 f(x) 严格 增 过 f(z) a 
f(a) = 0, 即 当 z>>a 时 


(ee )zr—a) D2 C=) 


取 x = 二 45 请 a, 即 得 
(@® Te)(b—a) > 2(e— ee) 


此 式 等 价 于 
eC 一 起 WE de m3 
bp—a 
例 2. 97( 葛 斯 科大 学 数 力 系 1977 年 竞赛 题 ) ”求证 不 等 式 : 
人 
元 一 】 到 


一 | 未 一 
解析 (1) 0 一 zx 二 1 时 ,: 原 式 参 lnz 人 二 一 -. 令 xz) = lnz 一 , 则 
Vz ~ Vx 


和 
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gas- yu -J Ss —F—] 
2Vr 2zvr 2x Vr 
A 有 > / _ jr Ns 1 加 
S$ Elz) = EE 下 1, 则 g (z) 二 一 二 ”之 0g(z) 严格 增 >g(x) 之 g(1) = 
> 局 


ee 


p 


0 之 三 (z) 二 0 全 zxz) 严格 减 , 故 f(z) 之 f(1) = 0, 即 Inz 寡 


= 一 
(2) z 尘 1 时 , 原 式 针 lInx 迄 汪 一 , 令 f(x) = 汪 一 一 lnx,; 则 


Se 到 
/ 1] 站 文 一 1 二 T+x—2Vx 
Cx == 
Fu 2x yr 
邻 g(x) = 二 1 十 XZ 一 2 VX; 则 1 的 一世 三 0=>5i (元 ) 严格 增 字 pi 人 (元 ) 5(1) 一 
kp 
0=>71(r) 0=> f(x) 严格 增 , 故 f(z) 访 玫 和 和 
人 


由 (1) 和 (2) , 原 式 得 证 . 
例 2. 98( 浙 江 省 2007 年 竞赛 是 ) ”证 明 ， 
cosV2z 一 小 寺 1 十 Ww 玉生 (之 


解析 令 Fz) = cosy2x，(V1 十 x 十), 则 


f (x) 三 一 V2sinV2z。(V1 十 zx 十 z2) 十 2zcosV2y。 | 之 + 1 


3 vw wl 
lx 


进一步 假设 g(x) = 2xcos V2x 一 V2sinV2x。 V1 十 x , 则 


/ ， 2 ” 
g (x) = 2cosY2z* I— Vli+x')—V2sin2r. (27+ 让 本 
Er 


(2xzcoswV27z 一 V2sinV2z。wV1 十 过 ) 


当 € (0, 如 x) 时 # (x} 0 g(0) = 0, 故 


Pd 记 攻 (人 


2 4 
由 下 ,Fw 二 于 二 0 半生 天 及 二 1, 条 


。 SA 。 
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CE) RE LL 到 到 (到 = 


即 原 不 等 式 成 立 . 

例 2. 99( 江 苏 省 2010 年 竞赛 题 )” 设 a 为 正常 数 , 使 得 x? 过 e* 对 一 切 正 数 > 
成 立 , 求 常数 a 的 最 小 值 . 

解析 根据 题 意 ,有 


21nx 
光 


EE dre.ar 


要 求 a 的 最 小 值 ,只 要 求 f(x) = 和 2z 的 最 大 值 


要 jg 三 己 Se 0, 得 z= 二 €. 由 于 0 过 x 过 e 时 f(x) 之 0z>e 时 


f(z) 一 0, 所 以 Ke) = 二 为 其 最 大 值 , 故 4 的 最 小 值 为 二 . 


例 2. 100( 浙 江 省 2003 年 竞赛 题 ) 求 使 得 不 等 式 e< (1 十 二 ) ”对 所 在 下 整 
数 ， 都 成 立 的 最 小 的 数 有 
解析 ” 原 不 等 式 等 价 于 B 宇 一 一 一 一 一 丸 令 1 二 二 , 则 0 之 1<1. 令 102) = 
In (1 二 一) 
nn 
] sy 
I Ey 一 了 问题 化 为 求 Fi) 的 最 大 值 . 由 于 


Fi) = 一 1 了 了 Nt fe $1 A a} do 


(lI)ln(lT72) ££ (TDFIn (T+2) 
上 式 中 分 母 是 大 于 零 的 ,下 面 来 判别 分 子 的 符号 . 令 
x 二 1D (A421 WZEED 


则 g ia 二 (1 十 2) 十 2ln(1 十 1) 一 21, gg (1) 一 Oo. 再 令 有 (1) 一 


ed 1a 4 i a \ J - 人 ] \ 
In(1 十?) 一 24, 因为 及 (1) 和 ] [于 之 0, 所 以 h(t) 严格 减少 , 即 h (1) 一 
有 (0) = 二 0, 因此 g (1) 二 0, 推 得 g (Co 严格 减少 , 即 g (2) 二 gg (0) = 二 0, 又 推 得 (7) 
严格 减少 , 即 g(1) 二 g(0) 二 0, 因此 


7(1) 


(1 TDreln (2) 5 


Cd ss 
故 Af(1) 严格 减少 ,由 此 可 得 


i i i a et 
minp = lim FY 三 lim (ei 全 六 党 上 = thrid 
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国有 

—n < , Ls 地 
= lim: lim = i 下风 

例 2. 101( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 )” 试 比较 x 与 e' 的 大 小 . 

解析 今 f(x) 王公 一 屏 (z 三 6e, 则 


¥ “(z) = ee 
f(r) ~€—e(e—l1)xr 
r(x) =e =e(e=1l)(e— Dr 
由 于 e 一 3 二 0, 故 zx” 单调 减 (x 宇 e), 一 e(e 一 1)(e 一 2)z” 单调 增 ,e’ 也 单调 增 ， 
于 是 (x) 在 三 e 时 单调 增 .z 三 e 时 
了 二 一人 一 ee 一 1)e 一 2Je 
一 e 一 (ez 一 时 十 3e 一 2) 
盖 0 


故 六 (x) 严格 增 .x 宇 e 时 
f(x)2f(e)=e—e(le—l)e =e >0 
故 了 (x) 严格 增 .x 之 e 时 
Cx) 3 fF Ce = 


故 f(x) 严格 增 . 工 之 e 时 ,FFCz) > fl(e) =0, 取 z= 二 x 即 得 f(x) 记 0, 即 x 二 @ 
例 2.102( 精 选 题 )” 设 f(x) 在 [0, 十 SS) 上 二 阶 可 导 ,f(0) = 1,f(0) 牵 1， 

Fr) 过 (3) ,求证 并 让 中 时 , f(z) 达 世 ， 
解析 今 F(zr) = @ f(z), 则 


F(xr} = e™*(F (rz) = f(x)) 
令 GCz) = el(f (zx)— f(z)), 则 


G(x) =e(f (xr)— f(r)) 0 
二 G(X) 严格 减 二 

G(xz) < 一 G(O) 三 大 (0) 一 Fo) 和 过 0 
SF (xr)— fr) 0 

F(x) = ef (lr) — flr)) 0 
一 F(z) 严格 减 二 

F(z) EGG 二 (0 
由 此 可 得 f(z) 过. 
例 2. 103( 江 苏 省 1991 年 竟 赛 题 ) 设 aiyaz, an 为 常数 , 且 


并 nl 
| > asinkr | 去 | Sin | ， | Da sinjrz | sin | 
大 =] f= 


s B36 < 
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日 
试 证 明 : al< 区 一 人 
解析 令 f(x) = asinz 十 azsin2z 十 … 十 a,sinnz, 则 
A < Sin 元 = f(x) ii sinzx 
小 -人 7 -0 ; 凤 
因为 
本 Ci 二 十 3as eh | 

i az| = lim Siaz| = 1 

1—»0 > rT-»f) ey 
所 以 


| a + Za Ba mi | 1 


令 g(x) = sinnzr + assin(nCO— Dz 二 二 asinz, 则 


5 |< D7 ei 站 a fii | 
->=0) -0 
因为 
六 . 让 i rn 一 / 
lim 2 i = = ne A 区 |) 
二 | nai 十 各 1] jg ee Ri a | 
[加 sz | 一 SINn7 Sm 
元 -wa 人 0 
所 以 
1 Cl 1 
综 上 ， 有 


| 《1 十 mail 士 c2 十 十 ga | 
二 | (el 十 7 )》 十 (2a 十 (2 一 1)az) 十 … 十 (az 十 wo) | 
二 而 下 255 | my 十 售 一 用 十 车 十 二 | 
1 十 1 二 2 


用 
于 是 | 2 |< TT 
例 2.104( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) ” 设 在 [0,2] 上 定义 的 函数 f(x) EC”， 
目 f(a) 宇 f(a 十 从 了 (xX) 声 0, 证 明 : 对 于 0 二 a 二 5 二 a 十 b 二 2; 恒 有 


af (a) + bf (b) 
po = fab) 


。 87 。 
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解析 分别 在 区 间 La,5j] 和 [5,a 十 bj] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 3& € (a,b) 
和 | 7n7E (ba 十 5) ,使 得 


f0) = fla) = fF (8 0—a) 
flatb)— f(0) = f (la 十 Bb 一 办) 三 af” (7n) 
因为 Fz) 过 0, 所 以 了 (x) 单调 减 , 故 广 (9 三 万 (7, 即 


站 f(a) > f(a +b) — Fb 
一 要 a 


© a(fto) = flay mt 0 —= (BNO —— 
= bf bY Tf) a 二 人 二 2a fa — f(a b)) 
因为 f(a) 之 je 十 0)， 故 
bf hb) taf hay (aah 
即 


af(e) 十 pf(b) 、 ， 
二 有 


例 2. 10S( 葛 斯 科 国 立 师范 学 院 1977 年 竟 赛 题 ) 求实 数 ua 的 取 值 范围 ,使 得 
不 等 式 


a 
[04 [0 


对 一 切 正 数 x 与 y 成 立 . 
解析 当 a = 1 时 原 式 化 为 x 三 x, 故 a 二 1 满足 条 件 . 当 a 了 关 1 时 , 邻 


f(y) = 十 二 


则 


若 0 二 a 达 1, 则 有 


所 以 f(y) 在 y= xz 时 有 极 大 值 f(x) = xz; 于 是 f(y) 二 x(y 关 XX). 故 0 过 三 1 
时 原 不 等 式 不 成 立 . 若 w 过 0, 则 有 


所 以 f(y) 在 y 王 过 时 有 极 大 值 FCz) = zx, 于 是 f(y) 二 xly 关 xX), 故 a 过 0 时 原 
s 
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所 以 f(y) 在 y= 二 + 时 有 极 小 值 f(x) = 关于 是 VyER 有 jy) 志 蕊 即 w 之 1 时 
原 不 等 式 成 立 . 故 所 求 的 a 的 取 值 范围 是 [1, 十 ==). 

例 2. 106( 北 京 市 1993 年 竞赛 题 ) 设 y 二 工 二 0, 求 证 : 关 之 六 *， 

解析 分 四 种 情况 证 明 . 

(1) 当 0 过 xz 过 3 过 1 时 ,lnx 过 Iny 志 0, 则 


yni< yny 0 Ey SS yn yiny 人 oly < 
(2) 当 们 达 于 和 1 三 yy 时 nz 和 09 过世 各 则 
ylnz<0 二 lay 之 了 ZZy 
(3 当 1 和 人 nr lnys 则 
ylnr<ylny<rlnyS x <y 
(4 当 I 乏 半 忆 并 有 N00 lnr Qe lnys yh clnys 


wihny— yn ny— ye yne—y lw= (my yi) 下 
Va 5s LS FW = yn Ct Iny—= wolny= lnzo (yi 则 Azo) = 三 0sy 且 


fy) = 了 司 一 : 


Pd = i 
y 3 


于 是 f(y) 严格 增加 ,f(y) 之 f(x0) = nz 十 一 一 工 令 今 奖 (元 ) = laz 十 元 一 Tax 


全 


> 1), 则 jj (x) = 0 所 以 g(x) 严格 增加 .g(x0) 之 g(1) = 0， 于 是 /G9) 
> Pv | f(y) 请 f(z0) = 0, 由 这 1 的 任意 性 ;得 ylnz 十 lny 一 
xlny— Inz > 0 YE 0, 又 2 > 0, 所 以 


wny—ylnr>0>y >x 
练习 题 二 


1， 设 命题 ; 若 函 数 f(x) 满足/(0) 一 0, 上 且 lim 太 一 大 一 aaE R), 则 


s 
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到 2 动 在 7 二 下 处 可 导 , 上 有 广 (0 = 二 a 
判断 该 命题 是 否 成 立 . 在 成 立 ,给 出 证 明 ; 符 不 成 立 , 举 一 反 例 并 作出 说 明 . 


人 让 


2 1 则 fx) 在 z= 二 1 处 ( ) 
ls, 二 1]， 

A. 不 连续 B. 连续 但 不 可 了 导 

C. 可 导 但 导 困 数 不 连 续 D. 可 导 且 导 消 数 连续 

3. 若 曲 线 y= 二 x 十 ar 十 5 与 2y = 二 xy 一 1 在 点 (1, 一 1) 处 相 切 , 则 常数 a,6 
的 值 分 别 为 eC 3} 

As 站 = 由 而 一 一 洛 B a= 1.0—=—3 

CGC, & =—3,b6= 1 I 三 一 43 二 一 J] 


4. 设 f(x) = max{3rm} EE (0,2): 求 f (zx). 
5. 被 f(x)= | 为 使 f(x) 在 (一 co, 填 ee) 上 可 导 , 求 


asb 的 值 . 
6. 设 函 数 f(1 十 x) = 二 af (x); 且 了 (0) = blab 关 0), 求 fF (1). 


In(x” 十 7 局 wh by SS Ls 
Si 天 一 jw 玉芝 1s 


] 
TATCtaldl ys Vy 
1 1 2) -| lx | 埃 Rs 
OU ， a = Qs 


8. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(已 知 站 x le -= i) 求 f° (0); 


(2) 已 知 | f(》 , 求 f(x); 


tan’ A 
(3) 已 知 jz) = (x 十 V1 十 x 站, 求 了 (x); 
(4) 已 知 arctany 一 zey , 求 y; 

(5) 已 知 arctan 一 一 一 ln Vz 十 ,: 求 y; 


充 十 省 
元 三 arcsin 二 
(6) 已 知 3 上 旦 | 
| dx 
y = arccos = 
J 
《C77 也 为 OY = zlim(1 十 空 】 ; 求 大 (zh 


3， 已 敌 


(fr 1 1 
se 一 | ] ) PR wae ly 
Os = 
9() 
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内 0 处 可 导 ;F(z) = f(g(x))s 求 F (1). 

10. 设 f(x) = 二 x (2 十 | x |), 求 使 得 请” (0) 存在 的 最 高 阶 数 双 

Ti 和 f(z) = xr(2rt5)(3C—x)’, 求 (0). 

I 已 WI FRY = sn Ue) woo8( 5) sR fF), 

13. 设 f(x) 满足 ;Yrxyy 后 (一 55, 十 665), f(x 十 y) = (x)f(y), 有 F000)= 
1s 求 Fir. 


LAF — 了 py 
14. 求 lim 
SIN Xx CO Xx * COS 文 
15. 求 lim 一 一 一 一 


fkes — 1)ln(l tan cz》 
16. 设 广 (z) 二 0,f(0) = 0,0 过 a 和 忒 5b 证明: f(a 十 6) 过 f(a) 二 f(5). 
17. 设 f(x) 在 L0,zj 上 连续 ,在 (0,z) 内 可 导 , 了 (0) == 0, 证 明 ; 3&€ (0,)， 


fx) = (1 二 OF (On(+z) 
18. 设 f(x) 在 [ap 上 可 导 , 了 f(x) 关 0, 证 明 : 3j3&,yE€ (a,6)(& 与 不 一 定 相 
等 ) ,使 得 
(bp—aef'(£) = (to—e 交友 
19. 设 f(x) 证 [Las68] 上 二 阶 可 导 ; fa) = (C0) YEE lta0), | (2) | 志和 M4, 
证 明 ;YxE (a,b), 有 
5 NM 
| fF | 一 
20，、 设 前 数 f(x)》 在 区 间 L0 | 上 二 阶 可 时 ,县 f(00) = 0 f(D = 1, 求证 ;在 
在 E E (0,1), 使 得 &f(6 十 (8) 二 1. 
21, 设 函 数 f(z) 的 二 阶 导数 产 (x) 在 [2,4] 上 连续 , 且 f(3) 三 0. 试 证 :在 区 间 
(2,4) 上 至 少 存在 一 点 所 使 得 /6) 一 3| /CD di 
22. 设 并 zx 在 10, 十 se 上 二 阶 可 导 。 闪 09 Fr 和 gr 划 工 池 时， Ca) 
二 0; 证 明 : 了 (zx) 在 (0, 十 se) 上 恰 有 一 个 零点 . 
23， 世 期 数列 oj 其 市 囊 《YY 十 工 一 w 天 一 ] ) Vnlnn, 试 求 极限 lima, ,并 
证 明 ; 当 x 三 9 时 ,数列 {a,) 单调 减少 . 


24. 证 明 下 列 不 等 式 . 
(1) zln i (x1 (i?2), 


(2) 到 < lnvli2r re ty >), 
求 下 列 曲 线 的 渐 近 线 : 
[1 yj eaetan Et, (2) y =| x2 | er. 


XT—2 ” 
. 91 “ 
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专题 3 一 元 函数 积分 守 


3.1 基本 概念 与 内 容 提 要 


3.1.1 不 定 积分 基本 概念 


1) 原 肾 数 与 不 定 积 

若 函 数 f(x) 和 F(x) 满足 已 (Cz) 三 f(x), 则 称 F(z) 为 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 
若 F(Cz) 是 f(x) 的 一 个 原 困 数 , 则 f(x) 的 全 体 原 图 数 为 FCz) 十 COC 为 任意 常 
数 ). f(z) 的 全 体 原 图 数 F(z) 十 C 称 为 f(x) 的 不 定 积 分 , 记 为 


| fn dz = ET 
2) 不 定 积 分 的 性 质 


| mcadz = fC bo Jaft) = fA) 


(| fedr) = f(r), d( fcr)dz) — fridr 


3. 1.2 基本 积分 公式 


Sp . 
2 可 ] 
|zqr= 二 +( (A Se ls | Lar=In|zl+C 
A 二 ] 六 
的 了 恒 sa / " | ’ 了 | 
|edz= 和 下 十 (wi = Og SE Ly), edr 二 ee 二 ( 
lna | 
|sinzdz 一 一 C0OST 省 CC， | cCOszdZz = SInZr 十 CC 
| secezdz 一 tanz 二 (人 csc zzdz 一 一 cot 关 十 C 
| secrtanzdz 二 Secz 十 CC， | cscreotzdz 二 一 CSCXC 
|secrdz = ln | secz 十 tanz |+C, [escxdz 一 jn | cscr— cotrx | 十 CC 


* 


| sr 二 arcsin 兰 十 C (或 一 arceos 兰 十 C | 全 
/ a = x a a 
sr 
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| -dx 一 4 rotan a (或 we i 二 Ct 
el du a a 


(人 


= In | z+ vrta’ | 十 CC (a 0) 


] ] a 二 x 
- -dz 一 -ln| 一 一 
4 a 一 PR = 


+ (a > 0) 


3. 1.3 不定 积 分 的 计算 
1) 换 元 积分 法 
定理 下 (第 一 换 元 积分 法 ) 没 | fCz)dz 一 下 (z) 十 C, 图 数 p(x) 可 导 , 则 


| Fecz)DUCzydz = | Fecry)dpda) = Fep(z)) 十 C 
定理 2( 第 二 换 元 积分 法 ) ” 设 工 = gp(1) 严格 单调 且 可 导 , 震 
[fg yy Wd = F(1)+C 
则 
| fondr es [fgc)¢ (Wd = Fl(g (7x))+C 


2) 分 部 积分 法 
定理 3( 分 部 积分 法 )” 设 u(t),v(x) 皆 可 导 . 隐 数 w Cr)v(zr) 与 u(x)v (zx) 中 
至 少 有 一 个 有 原田 数 , 则 


P 


Juca) dyn) = 二 uCr) dulz) 


当 被 积 困 数 是 三 角 图 数 ( 或 反 三 角 困 数 ) ,指数 阴 数 、 对 数 浮 数 、 究 函数 中 两 个 
乘积 形式 时 .通常 采用 分 部 积分 公式 计算 . 
3) 简单 的 有 理 毅 数 的 积分 
任 一 有 理 陋 数 ( 又 称 有 理 分 式 , 它 是 两 个 多 项 式 的 商 ) 可 分 解 为 一 个 多 项 式 ( 对 
于 真 分 式 此 为 去 多 项 式 ) 与 大 十 个 部 分 分 式 的 和 . 这 些 部 分 分 式 的 形式 为 
为 区 十 出 hh 
a 
这 两 种 形式 的 部 分 分 式 都 是 可 用 第 一 换 元 积分 法 积分 的 . 
4) 简单 的 无 理 电 数 的 积分 ,选取 适当 的 换 元 变换 ,采用 第 二 换 元 积分 法 积分 . 
5) 三 角 明 数 有 理 式 的 积分 
第 一 种 方法 是 采用 换 元 积分 法 或 分 部 积分 法 :第 二 种 方法 是 采用 万 能 变换 ,如 
gs 


dr (nn E€ NN), 


| a cp ae 丙 
d 扰 二 一 站 
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太 ， 关 = lians se- ee 一 -到 一 上 jin 要 
* tan 本 一/ 则 sinr "T= tanr eo dz ad 代 大 
饿 积 表达 式 , 原 积分 可 化 为 有 理 限 数 的 积分 . 

3.1.4 ” 定 积分 基本 概念 


1) 定 积分 的 定义 
将 区 间 [La,bj 分 割 为 n 个 小 区 间 


d= X00 二 b 
Vt AXi = Xi — Xi A = maxit Ax.; ) VE 入 [zx ] se | 由 fir? 在 区 间 | a ,| 上 的 定 
积分 定义 为 
hb ny 
| f Cr)dz 一 lim > FED)Az 
“a A"* 二 


这 里 右 奖 的 极限 存在 . 

2) f(x) 在 La,b] 上 可 积 的 必要 条 件 是 f(x) 在 La,o] 上 有 界 . 当 f(x) 在 La,p 
上 连续 时 ,f(z) 在 La,8] 上 可 积 ; 当 f(x) 在 La,b] 上 有 界 , 且 只 有 有 限 个 间断 点 时 ， 
f(z) 在 La,6] 上 可 积 . 

3) 定 积 分 的 主要 性 质 

定理 1( 保 向 性 )” 奉 f(z)svglx) 在 [Las6|] 上 可 积 ,. Yr E€ [as6|] 有 f(x) 过 
&(z) , 则 


定理 2( 可 加 性 ) ”当下 列 三 个 积分 器 可 积 时 ,有 
| Anodr= | rcodz+| fondr 
对 于 实数 a,b,c 的 任意 大 小 关系 ,上 式 丝 成 立 . 
3.1.5 定 积分 中 值 定理 
定理 (中 值 定理 )” 设 f(z) 在 闭 区 间 [a.5] 上 连续 , 则 3&€ (a,b) ,使 得 


| far = f(E)(b— a) 
3.1.6 变 限 的 定 积 
定理 ”车 f(x) 连续 ,g(x),ylx) 可 导 , 则 


( | f(tydi ) 一 二 (| f(x)dr ) = f(x) 
> 
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全 (| fd)= 后 (| fondr)= fptr Vy Ca) 


Ry I ee 
到 (Acod)= 到 (| fod)= fpr) (7) — YY Cx) 


3.1.7 定 积 分 的 计算 


1) 定 积 分 基本 定理 
定理 1( 牛 顿 - 莱 布 尼 兹 公式 ) ”车 f(x) 在 La,b] 上 连续 ,F(x) 是 f(x) 的 一 个 
原 隐 数 , 则 
1 (并 ) 间 计 二 P(E) = F(bp)— F(a) 


2) 换 元 积分 法 
定理 2( 换 元 积分 公式 )” 设 f(x) 在 [a.b] 上 连续 ,gp (9 在 La,8]( 或 L8,x]) 上 
连续 , 且 wfa) 二 ayp(B) = bg (zr) 关 0, 则 
4 “8 
| (rdy = | f (g(t)) wp (01) di 


3) 分 部 积分 法 
定理 3( 分 部 积分 公式 ) ” 设 函 数 KGCz)sacz) 在 La.b」 上 连续 可 导 , 则 


4 ph [a 
| urdv(r) = u(r) vz) | -| vu(r)dulxz) 


3. 1.8 奇偶 函数 与 周期 函数 定 积分 的 性 质 
1) 设 f(x) 在 对 称 区 间 [ 一 ac] 上 连续 , 则 
a [ 0， f(x) 为 奇 国 数 ; 
| CT) dr 一 |2| Pendr， f(z) 为 偶 函 数 
2) 设 f(x) 是 周期 为 了 的 连续 呆 数 , 则 


a 了 了 

| 天 (az = | frdr {TS0u ER 
“rnl 人 
| f(x)dx = | flr)dr (a€E Rn EN) 


3. 1.9 定 积分 在 几何 与 物理 上 的 应 用 


1) 平面 图 形 的 面积 
(1) 若 平 面 图 形 了 DD 是 由 上 、 下 两 条 曲线 y== f(x),y= g(x)(g(x) 声 f(x)) 与 
。 9095 。 
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直线 x 二 asx 二 bla 过 加 围 成 的 , 则 DD 的 面积 为 
bh 
一 | RN 


(2) 若 平 面 图 形 口 是 由 左右 两 条 有 曲线 r= T= WN py) EAN) 与 
直线 y 一 cy 一 dc 一 d) 围 成 的 , 则 DD 的 面积 为 


d 
S = | (VC — oy dy 


(3) 寿 平 面 图形 D 是 极 坐 标 下 的 两 条 曲线 p 二 p1(0) ,p= 二 pz(0) (pi(0) 志 pz(0)) 
与 射线 9 = a.9 = Bla 二 B) 围 成 的 , 则 DD 的 面积 为 


于 了 | (02(0) — pi (0))d0 


2) 特殊 立体 的 体积 

(1) 设立 体 0 介 于 两 平面 工 王 GZ 一 0( 一 0) 之 间 ,VzE Laypoj, 过 点 工作 
平面 垂直 于 工 轴 ,该 平面 与 立体 2 的 截面 的 面积 为 可 求 的 连续 困 数 A(Cz) , 则 立体 吕 
的 体积 为 


二 | Acodz 


(2) 平面 图 形 D:{(x,y) | g(x) 夺 y 达 f(r),a 夺 分 四 绕 zz 轴 旋转 一 周 所 
得 旋转 体 的 体积 > 


b | 
WV 一 | [F(xr)— g(x) dz 


(3) 平面 图 形 D:{(zxyy) | g(z) 声 y 过 f(x) va 三 x 二 ba 之 0} 绕 y 轴 旋转 
一 周 所 得 旋转 体 的 体积 为 


p 
V = ?| rf ry— (md 


3) 平面 曲线 的 弧 长 
(1) 平面 曲线 厂 的 方程 y= 二 f(x)(a 达 XX 达 站 , 奉 f(z) 连续 可 导 , 则 曲线 厂 的 
弧 长 为 


b 
= | VITT Ydz 


(2) 平面 曲线 下 的 参数 方程 为 z = g(2),y = gy(1)(a 声 1 和 志 忆 ,pg(1) 与 g(1) 丝 
连续 可 导 , 则 曲线 厂 的 弧 长 为 


8B 六 1 Wa 
= | VC@ CR” 本 区 di 
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(3) 平面 曲线 厂 的 极 坐 标 方程 为 p = p(9) ,a 三 9 过 B,p(9) 连续 可 导 , 则 曲线 芽 
的 弧 长 为 


1= | /pO Fp 0) dO 


4) 旋转 曲面 的 面积 
平面 曲线 y= 二 f(z)(f(z) 三 0 过 xz 近 凡 绕 工 轴 旋转 一 周 所 得 旋转 曲面 的 面 
积 为 


S=2r| f(zWITO I dx 
5) 定 积分 在 物理 上 可 用 于 求 变 力 在 直线 运动 下 所 作 的 功 、 液 体 的 压力 以 及 引 
力 等 ,这 些 应 用 可 用 微 元 法 解决 . 
3.1.10 ”反常 积分 


1) 两 类 反常 积分 的 定义 
(1) 大 f(x) 在 任意 有 限 区 间 [La,zj 上 可 积 , 则 


pa jef 
| f(r)dx lim | f Cn)dz 


若 上 式 右 端 极 限 存在 时 , 称 反常 积分 | f(z)dz 收敛 ;否则 称 为 发 散 . 
(2) 若 f(x) 在 zx 二 45 的 左 邻 域内 无 界 , 则 


| f(r)dr 一 一 一 lim| ok 


若 上 式 右 端 极限 存在 时 , 称 反常 积分 | /(z)dz 收敛 ;否则 称 为 发 散 . 称 x = 6 为 奇 
点 [或 更 点 ) 
(3) 三 个 基本 结论; 反常 积分 | 十 dx, 当 且 仅 当 p 之 1 时 收 化 ;反常 积分 


| de 当 目 仅 当 和 过 1 时 收 伊 ; 反常 积分 | [一 oyxdx* 当 且 仅 当 4 过 1 时 


收敛 . 
2) 两 类 反 负 积分 的 计算 


二 
(1) 广义 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 : 若 x = 十 oo 是 反常 积分 | ”7(z)dz 的 惟一 奇 
点 ,F (x) = f(x),r € La,+ 2), 则 
| fdr= Fa = Fo)— F(a) 
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b 


= 是 反常 积分 | f(z)dz 的 惟一 奇 点 ,F (7) = FE Lab), 则 
| 7codz = F(x) | = FP(8—)— PP(a) 
pb 
基文 一 已 是 反常 积 | Gey 的 惟一 奇 点 ,下 (x) 二 Thr E (六 | ,出 


一 了 (0) 一 上 (4Q 十 ) 


一 


| f Cdr = F(t) 


. nh 
(2) 广义 换 元 积分 法 : 春 工 一 6 可 为 十 ce) 是 反常 积分 | f(z)dxz 的 惟一 可 
版 , 礁 蒂 三 p(t) ,p(t) 连续 可 导 , 且 a = Pa) ,limp 二 0(B8 可 为 十 吕 ), 则 
b B 
| fx)dx = | Frco) (1) di 


b 
(3) 广义 分 部 积分 法 : 车 工 二 b(b 可 为 十 oo) 是 反常 积分 | u(x)dv( 文 ) 的 惟一 
奇 点 , 则 


b 
| u(r)dvy(x) 三 wlr)v(r) | 一 


dat 


3.2 竞赛 题 与 精 选 题解 析 


3.2.1 求 原 函 数 ( 例 3. 1 一 3. 4) 


例 3. (莫斯科 钢铁 与 合金 学 院 1976 年 竞赛 题 ) 设 太 (sin2z) == cos27 十 
tanzy0< 工 过 1, 试 求 郴 数 f(x). 


解析 由 于 co0s2x = 1 一 2sin Xx,tanz 三 和 ;人 SI 二 二; 则 
= SR 
i | 
os 1 一 各 让 二 re 
积分 得 


FO = = = 二 1 | 非 志 
Fr) = lntl= zx) 


例 3. 2( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) ”已 知 定义 于 及 的 困 数 f(x) 满足 
。0O8 。 
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f (iz) = 人 ZE (0,1], 
村 十 TE(l;+ oo) 


Ww F007 = 1 fa = 
解析 今 ljnz = 二, 则 
fF (0) = > 
| I #0 
积分 得 
a < 
Fo = 
e 十 (5z， 1 之 0 
今 1 一- 0 .得 1(0) = i 过 > = 二 ] 十 Cz , 故 CG ] ,Ca 0, 于 是 


f(x) = 人 nae, 
ee ， 工人 0 


例 3. 3( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) 设 FCz) 在 |0. 十 ce) 上 连续 ,在 (0, 十 ee) 内 
可 导 ,g(Cz) 在 (一 ,十 so) 内 有 定义 且 可 导 ,g(0) 三 1 ,又 当 元 之 0 时 


(三 全 用 f tr) —g (zx) =] 
f (27)=g (—=27z) =— 12x++1 
求 f(x) 与 g(xz) 的 表达 式 ， 
解析 将 f(r) 一 g(x) = 1 两边 积分 得 
f(x)— g(x) = z+O, 
由 /(0) 二 gg(0)== 1, 可 得 C= 二 0, 故 f(x) 一 g(x)= 芭 
将 上 式 与 f(z) 和 十 g(x) = 3zx 十 2 联 立 解 得 
fir} = 2 ls FE 三 £1 (zr) 
在 f (27x) 一 (一 27x) = 一 12x’ 十 1 中 令 w 二 2z 得 
f =g Ww) =F1 


f(w) +ga(—u) =—w +ut Cs 
尖 C0D 三 (09 二 1 可 得 Ls 二 3 所 羽 
yg(—U) =—wWw 二 d++2—f(u =—w 一 & 十 1 (请 0) 
所 以 
g(z) 一 开 十 垃 十 1 人 这 
例 3.4( 莫 斯 科 全 苏 大 学 生 1975 年 竞赛 题 )” 求 满足 下 列 条 件 的 可 微 消 数 f(z): 对 
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任意 的 z,y(z 关 功 ,有 人 二 人 于 二 far 十 记 ), 这 里 a 之 0,8 之 0, 且 at+B=1 
解析 令 T=U 一 Busy 二 d 十 aw; 则 yy 一 x = 二 wv(v 关 0)syazx 十 By = 二 wy 故 有 
FW fl = faut oan) — fu— pv} = wf (DD 
对 v 求 导 两 次 得 
gf (utav) = Bf (um Bo) 


即 民 广 (y) = 二 R(X) ,对 一 切 xz,y(x 关 成 立 . 
. (1) 车 a 关 PB, 则 了 (x) = 0, 积 分 得 所 求 消 数 为 


a 
(2) 车 a 二 B= 方 , 则 了 (zx) = Ci ,积分 得 所 求 函 数 为 


f(x) = 7 ox 


以 上 两 式 中 ,Ci ,CG ,G 为 任意 常数 . 
3.2.2 求 不 定 积分 ( 例 3. 5 一 3. 18) 


例 3.5( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) 求 | | Inz | dz 
解析 当 z 放 1 时 ,应 用 分 部 积分 法 ,有 
| inz lar= |Inrdr= zlnr— |dr =z(Inz—l) +C 
当 0 过 过 过 1 时 ,应 用 分 部 积分 法 ,有 
| linz lar =— |Inzdr =—z(Inr—D +C 


在 两 式 中 令 z = 二 1 得 一 1 十 C= 二 1 十 CG; 故 C=C 一 2. 于 是 


Wh EE fia( ls — ls 1 
sin (ati = FE = Ol 

例 3.6( 北 京 市 1995 年 竞赛 题 ) ” 设 y 是 由 方程 y' (x 十 y) 王 字 所 确定 的 隐 国 数 ， 
求 | 二 dr 

解析 邻 zz== 坟 ,代入 原 方程 有 中 十 yy 三 电光 ,从 而 

加 a (3 二 4) 
> i C1 本 

所 以 
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3 3 
| 二 dz= | 2 , (3 十 4) 


例 3.7( 浙 江 省 2009 年 竞赛 题 ) 求 | 一 于 一 dz 
V1l+zxr (nr 1) 
解析 “因为 (zlnz 一 z) = 二 lnz; 令 xz(lnz 一 1)=1 


p (+ 由 一 (六 十 让 十 各) 和 


应 用 换 元 积分 法 , 则 


lm ] 
一 -一 一 -= dt = In(t vl 二 rt)++C 
| 一 二 V1 十 万 


i ,fe ee Em 


例 3. 8( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 求 | ee 
无 十 ] 
解析 全 地 三 妈 则 


1 
] 一 一 
z(t 1D | | | 1 
i 出 一 也 出 一 也 
| wl Bel 2 1 


] 
人 
不 壹 , (十 一 ) 
i 
1 
有 ji nd a | ll+c 
4Y2 Iya+( 二 过 i 4 
例 3.9( 南 京 大 学 1995 年 况 赛 题 ) 求 | -| 二 
El 
解析 因 (xe) = 二 ee (zr 十 1), 令 ze = 二 1, 则 
| 1 十 广 一 | E+ @(] 十 无) dz=| 1 
二 Ze (十 2e ) 让 上 证 起 
FL 1 | t 
=|(3 Ti)s = I T+ 
| ze 
| 人 


例 3. 10( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) | eb 


解析 因为 (三) 一 和 二 ,所 以 
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&@ 
一 一 ] 
下 
= 一 一 十 C 
dd 


T+ SINTCOST 
i 


例 3. 11( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) RS 
《cosz 一 TSinz) 

解析 因为 (zxtanrt) 三 zsec 工 十 tanzs 所 以 

一 ] 


ZSec 工 十 tanz | dz 一 | 人， 
原 式 二 | 党 一 tanz) (ztaiigs— tana Ttanz— | tC 
= 
1 = ztanxz 


例 3. 12( 全 国 大 学 生 2013 年 决赛 题 ) 计算 不 定 积分 | xzarctanzln(1 + zx )dx. 
解析 令 xrln(1 十 x ) dz = 二 dv, 则 


|alna Pe 于 | nd Pi pe 测 


一 
Ne 2 -| 汪 三 2 
= 远 ((1+x jn =e | Hd ) 
= 二 (CI 十 也 )jn(I 十 邓 ) 一 了 2) 十 C 
应 用 分 部 积分 法 ,有 


厚 式 三 | arctanxrd((1+ x )lIn(l + zx)— x ) 


一 ((] 二 XxX)lIn(l1 十 x) 一 xx? Daretanz 一 六 | 人 es -jdz 


((1 十 芝 )jn(l 十 季 ) 一 必 )arctanz 一 六 (zln(] 十 万) 一 3 六 十 3arctanz) 十 C 


ne| 王 二 | 一 [ 


~((l1 二 x)lIn(l TT 广 )— x 一 3)arctanz 一 地 (zln(1 十 7 )—3r1)++C 
注 : 本 题 先 令 zarctanzdz 一 dv. 求 出 后 再 对 原 式 分 部 积分 ,也 可 计算 . 
例 3. 13( 解 放 罕 防 化 学 院 1992 年 竞赛 题 ) 求 | 


dw 


解析 今 二 一 三 有 z= In(1 十 2) 一 In(1 一 2), 则 


原 式 三 [dglndl +£) 一 In(1 —£)) 
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上 + 地址 


We od 
=2(3In tt arctan 1 )+C 


= 


> a e 
= ln(e’ + Ve”—1)— 2antan rie 


例 3. M4( 北 京 市 1999 年 竞赛 题 ) 求 | 一 ldx. 
解析 邻 lnzr 三 1;, 有 = 二 ,所 以 


原 式 == | 位 一 辫 ) edi= | qt |ed 


= | Edt (EE—| sa)= E+C=E+C 


lnz 
例 3.15( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) |arcsinz » arccosrdx 一 
解析 分 部 积分 ,得 
arcCOsX arcsinx 
VI—F Miz 
= 一 TArCSINT » ArCCOSE + | (areeosz 一 arcsinz)d Vl—zx: 


原 式 二 xarcsinx 。arccos 工 —|z . | )dz 


一 zarcsint 。arccos 天 十 (arccosT 一 arcsinZz) V1l— x 


-Mz 有) 


= arcsinz *， arccosr + (arccosr— arcsinr) V1l—x -27x++C 
例 3. 16( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 求 


5 r+ +p ] 
| ma Fa) (z+ b) rp a 


(Dt lIn(x 6) 
解析 原 式 = a i + 大 十 而 


沁 a)dln(zx 二 6) +| 


一 1 天 十 zl 人 均 十 也 ) -| gr +| E+ 


)dz 
ljnGz 十 妃 1 
元 十 Q 


= ln(z 十 ww)ln(z 十 D) 十 CC 
例 3. 17( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 已 知 f(x) 连续 ,了 (x) 关 0, 求 


I[ (&) f(x) FR ae 
Cx) CF Cr 
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解析 对 被 积 函 数 的 第 二 项 分 部 积分 ,有 


让 CE 天 Cx) Es 7 人 起 ) Pe 2 
| FP CIT dz 一 | FS sar C= | td ye 
2[ F(x) ] 2[ FF 月 
fF Pe 
“PT Fa Go 


6 


于 是 


f(z) 站 fz) 1 一 EC 
式 = | ] Ca TB FT 和 = 2[ fF CE 


& “SI 9 
例 3. 18( 北 京 市 1990 年 竞赛 题 ) 计算 | i 
sn (和 一) 


解析 ” 原 式 =| 8sin Te 


站 jcos zdr, 令 sin x 一 1 二, 则 
— SL 


原 式 二 引 Wt De qu 一 == 8(|s 有 +| Sdu) 


© 


-Sut (S/S e te 
加 8ersinz 
上 一 剖 昧 这 


3.2.3 利用 定 积分 的 定义 求 极 限 ( 例 3. 19 一 3. 26) 
例 3. 19( 浙 江 省 2007 年 竞赛 题 ) ” 设 


_2 1 治 1 | 2 

Ea 一 1 十 也 十 十 人 “3 en 一 
| ] 村 
i i 


求 : (1) = i limw, 


解析 u 一 全 


了 1 ,1_3 
2 (Ft ita 37 ) 


| 
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3 了 下 3 二: 所 以 = 一 1. 
je 10 


-9 
i 


2 ] 本 2 ] . 
(有 出 秆 声 二 2 rp 2 和 一 ,所 以 


nn 


二 LU w 
mw 一 上 Tt 一 上 
例 3. 20( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 求 
lim i 
解析 化 为 定 积分 计算 ,有 


原 武 = 3 een | - 


了 茵 有 要 Yl 二 x 
本人 | 
一 ]n( 六 十 Viz)| = ln(l 十 V2) 


例 3. 21( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 已 知 f(x) 二 a” , 求 
fi la FC FC2Y-- ftny 
| 


解析 化 为 定 积分 求 极 限 , 则 


gs 3 a 
原 式 二 limlna 。 2 ( ; ) i lIna | > dx 

加 1 i 

= 直立 | 一 一 lna 


4 
例 3. 22( 英 斯 科 钢 铁 与 合金 学 院 1976 年 竞赛 题 ) 求 


im| i ] 


/生生 /时 mi es 
2 n 
解析 令 
本 3 下 十 记者 1 
i i 一 
六 7 
用 放 缩 法 , 即 
2 十 好 二 十 如 ) 二 之 二 之 (21 十 好 十 … 十 23) 二 
n= ni 二 
由 定 积 分 的 定义 ,有 
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2 | 0 1 
lim(2* 十 22 十 下 十 2 一 一 | 2dz se 


1n2 0 In2 
二 1, 所 以 limz, = 二 
本 > " In2° 
” 例 3.23( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 已 知 
lim (1+ 35) i 工 天 0， 
~ Woo wa 

f(x) = 
: En 二 
| gt + 光 

求 f(0). 


解析 当天 0 时 ,由 于 lim 2 二 一 0, 记 :一 “二 二, 则 应 用 重要 极限 
公式 可 得 
lim (1 十 22 二 二 ) = lim(I TD 一 expllim 二 全 2 工 一 6 


i 2n° 


当 工 二 0 时 ,应 用 定 积分 求 极限 ,有 


lt tt 
= 2 lm> (0 Ny ,rae Ts = 
于 是 
Fe hi 
上 


FOO) = lim £2 dd 


r=-f) 5 


例 3. 24( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 设 


lim 一 (1 十 cos 亚 十 cos 全 < 十 …… 十 cos2 一 z)， 让 


NM-=co 1 全 
T= im[ 1 十 二 (| do Te Tde).|; 让 一 0， 
让 一 动 ， SE 


(1) 讨论 f(z) 在 z= 二 0 的 可 导 性 ; 
(2) 求 函 数 f(x) 在 [一 x,xj] 上 的 最 大 值 . 
解析 (1) 当 工 二 0 时 
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EE k=0 n 
. -Six 
= 二 sinx| 三 
人 7 齐 
2 十 诗 
， 
JR 三 lim| 1 十 二 (| Vx tx +ldz) | 
， 5 3 Ha: 
2| 7 十 严 才 1 dz 显然 ie 过 好， 所 以 二 和 人 .由 于 lim ;| 一 


0 入 n=3 时 


WE | 3 
~ Sg 人 = 过 . 全 1 e ] ® “es oe ] 本 
nl 2 3 /i 7 ] 2 n 


—»(0 (nN— 00) 


应 用 夹 到 准则 得 lim V3 = 0, 再 应 用 夹 逼 准则 得 lim 攻 一 0, 即 


从” 人 


ia 人 V 瑟 十 三 十 1dz) ss 


1 


所 以 f= 二 1 当 z 之 5 时 六) = 大 一 六 一 于 守 各 mz 故 


f° 00) Es lim (x) 一 WW lm- 一 


， COSX— 1 .。 一 
= jm 一 一 一 二 lim 


一) | 


是 
.7 


[A 


一 xsinx 之 0; 且 仅 当 x 二 x 时 g(x) = 0, 所 以 g(x) 严格 减 ,g(x) 二 5(0) = 0, 所 
以 广 (z) 二 0, 了 f(z) 严格 减 .而 f(x) 为 偶 函 数 , 故 一 x 过 x 二 0 时 f(x) 严格 增 . 因 
此 f(zx) 在 [一 x,xj] 上 的 最 大 值 为 f(0) = 1. 


他 5 可 = ztosz— Sitizy 则 (3) 三 


| 25 全 国 2 ] 1 3 二 i SR "ee 
例 3.25( 全 国 大 学 生 2014 年 预赛 题 ) 已 知 A， fF 
2 求 lim a 六 —A, 
解析 令 f(x) 一 Xo 一 0, Xx; 一 加 0 = ] y+ yt) s WM 
1 nn 


° 107 。 


高 等 数学 竞赛 题解 析 教 程 


Fi ] 
-dr = arctanz 
| 1 = 人 = 7 6 nD 4 


A, = 1 一 ; - 站 长 ,) 一 一 | ( ,dz 
t=] 和 2 二 nl 211 1 一 ] 
于 是 
lim ji( 池 —A, )= limn 。 > (| aa 一 | fn )dz ) 


= limn 。 S| (RE {Es 


i=] | 


Yr ELxzii,zj, 在 Lx,zx;]」] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 和 E€ (x,x;) ,使 得 
f(x)— fx) = fF (E(xr— xz) 


于 是 
/i =n* | CARI== fl jd = ns > | [一 CE)(Cz 一 工 )]dz 
FE 二 t= 


因 一 六 (x) € CLzx; ;zx;j], 应 用 最 值 定理 ,存在 mi;,M; € R, 使 m 寺 一 了 了 (x) 过 MM.,， 
其 中 x € [xi13,xij. 于 是 


| | 一 fF (8 —z)Jdzr > m|" Cx — rT)dr = Br 
vs ] 

bh [人 -zdr<M| ee 和 
To—] 本 7 


即 m 过 22|”[ 一 六 (86)(z 一 z)]dr 过 M, 应 用 介 值 定理 ,存在 & € (zi, z)， 
使 得 

—f (6) =2n|" CF) 一]dz 
即 

| [= (tn Cj =— saf (&:) 


因此 


| 
ko| 一 
二 | 
1 
下 
一 、 
SB 
We 
b= 
= 
六 
| 
S| 
一 
AN 
2 
YY 
| 
| 
ko| 一 
We 
NY 
| 
EY 
Nae sn 
| 
一 
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例 3.26( 北 京 市 1997 年 竞赛 题 ) 设 困 数 f(z) 在 区 间 La,b] 上 具有 连续 导数 ， 
证 明 : 


， ， 0 一 1&6—a) bp— , 
limn| | f (dr — . ed f(a “一 ls -| 一 f(b) | 
解析 x 等 分 区 间 [a;8j, 分 点 分 别 为 a = 二 壤 过 Xi 之 之 zx 之 zx 一 64; 记 且 
= “一 ,网 Xk 三 & 十 肥 (E 王 1,…,7). 因 此 ,上 式 


左边 三 limn| 六 | 了 Dr 一 Dh) | 
= 


及 二 


一 limzy | (fxr) — flr yd 
Wo™ Rel RE 


= limn 2 | * LD Hr. 一 
Wm A 


i | ws ee ey 


= limn SY = fw) , | (zx 一 zi)drx (积分 中 值 定理 ) 


EE = 
| Ck Bh VY ze 


= jm DFC) (— 3) — wi) ( 拉 格 明日 中 值 定 理 ) 
Ns i 


nn ph 
| m(b—a) > fC) 。 及 = 一 二 (6 一 a) . | fF (x)dxr 
Nr k= 二 [oi 


中 只 


254[f(a) 一 了 (6)] 一 右边 


其 中 & €€ (zt sz “7 CE (sm) 
3.2.4 ”应 用 积分 中 值 定 理解 题 ( 例 3. 27 一 3. 29) 
例 3. 27( 北 京 市 1993 年 竞赛 题 ) ” 设 因 数 f(x) 在 La,oj 上 连续 且 非 负 ,M 是 


f(z) 在 Le, 上 的 最 大 值 ,求证 : lim | [f(x) dz = MM 
解析 设 帮 5 二 M= maxf(z),§€ Lab 


] 


fi 六 EE Caby, 则 存在 NE N, 当 ”二 N 时 ,| 一 二 ,十 二 |C [oO, 应 用 


积分 中 值 定理 ,存在 5 € 本 元 |, 使 


gp 
[fh dr < afl [Fads < MG = a 
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由 于 f(x) 连续 , lim&, = 及 


lim(#)" 一 1， limG 一 0 一 


运用 夹 通 准则 得 lim | [f(r)J'dr = M 


(2) 当 & 二 a 或 & ==4 时 证 明 是 类 似 的 ,这 里 从 略 . 
例 3. 28( 莫 斯 科 民 族 友 谊 大 学 1977 年 竞赛 题 ) ” 设 fA7) 在 Lua.b] 上 连续 ,对 一 
切 a,B(a 夺 a 三 B 志 5), 有 


< M | 大 一 惧 ES 


| |7 (x) dx 


其 中 M,6 为 正常 数 . 求证 : f(x) 生 0,x € [a,b|; 
解析 Vz E La.51,; 应 用 积分 中 值 定理 ,有 


| CE 
这 里 xo 和 二 h ElLawbjsh A000 过 0 过 1, 所 以 
evar =| fr toh lMIAI' 
[fim ton) [<MIAl 
由 于 M>> 0,8 二 0,limM |h 1 二 0, 且 f(x) 在 x 处 连续 ,得 
lim | f(xo +0h) |=0, limf(m+0h) = f(r) =0 


由 zo € [Lab 的 任意 性 得 f(x) 二 0,x € [a,b]. 
例 3. 29( 莫 斯 科 电 气 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 设 g(x) € Cla,bj, 其 中 i 二 1,2， 


及 
3 , 且 | Cz)dz 一 1, 求证 :了 NE N 及 常数 c(i 二 1,2,…,N) ,使 得 


S78 = 1 max | | dd | 之 100 
es rE[a 仙 cy 


解析 取 NEN, 且 三 10000G 一 ca) , 则 


bn 和 
| (Bgc))ar=N (1) 
和 (一 1 
应 用 积分 中 值 定 理 , 3 &€ (a,b) ,使 得 
NN AN 
Su 7) ) dz = (EE) so (hb— a) (2) 
( 29 和 
4 一 1 一 |] 


取 
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;(&€) . 
a ~、 ss KE Leas INY 
Vo (E) + dE) + t+ ph(E) 


N 


二 1. 且 由 (1),(2) 两 式 可 得 
| 

N N 

2 cipi() = PA = /oe > v10000 = 100 


| {| >apicn)|): > ]100 


三 = 


于 是 


3.2.5 变 限 的 定 积分 的 应 用 ( 例 3. 30 一 3. 44 ) 
例 3. 30( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 和 茶 & 二 0 时 ,有 


] ” 阁 | ， 
lim 一 一 一 三 ditn sin( 7)tan3r 
me SU - / 十 / ,= 6 ) 


则 < 三 
解析 上 上 陈 左 病 应 用 洛 必 达 法 则 求 极 限 , 有 


] 时 | 六 本 a 2 
lim i dE = Bh lim 一 -一 一 一 
rr 人 一 SI OO Val 2 (1 一 coszr) var 0 二 好 oa Va 
原 式 右 端 应 用 洛 必 达 法 则 求 极 限 . 有 
T . 
和 和 ” )， 一】 1 
lim| sin( 和 Jian3zx |= 0 COSBT —3sin3x 3 


所 以 天 一 二 ; 克 人 = 36; 


例 3. 31( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 )” 当 zx->0 时 ,F(x) =| (好 一 如 ) 关 Cd 的 


导数 与 x? 为 等 价 无 穷 小 , 求 f° (0) 
解析 因为 


R(x) 三 | f° (1) di -| ef (1)dt 
所 以 


FF try 三 27z| fdFrf rf (7x) = 2x(f(7) — 00)) 
“ lll 


高 等 数学 竞赛 题解 析 教 程 


因为 F(x) 与 x 为 等 价 无 穷 小 ,所 以 2( f(x) 一 f(0)) 与 zz 为 等 价 无 穷 小 , 即 
[im ZC fC) = f(0)) _ 2f'(0) = 1 


1 wl) 


所 以 了 (0) = 去 


例 3. 32( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) ” 设 了 f(x) 连续 ,了 (0) 和 0, 广 (0) 关 0, 求 


「 大 td 
一 本 
?| f(Ddt 
解析 ”应 用 洛 必 达 法 则 与 变 上 限 积分 求 导 公式 , 则 
原 式 = 0 2 ) = lim 2f(x ) 
pw f(D dita f(x) 人 有 全 十 元 广元) 
i "Ca ) Ce) 
sn Crd — ED PE 


a 


PO + Fo 
例 3.33( 上 海 市 1991 年 竞赛 题 ) ” 设 函 数 f(x) 二 x 一 Lxj, 其 中 Lxj] 表 示 不 超 
过 xz 的 最 大 整数 , 求 极限 lim 工 | f(z)dx. 


解析 根据 题 意 可 知 f(x) 是 周期 为 1 的 周期 图 数 , 且 f(x) 三 0, 当 0 过 x 
1 时 有 f(x) = 二 x, 设 nn 三 T 过 nn 十 1, 则 zx 一 十 吕 时 n 一 552, 日 


二 | fC)dr < es fT dr 
元 十 
2n 


人 ’ 
Zn 二 1) = -| zxde 
17- 二 ] ] 
pn 二 | Nejis = 之 乓 二 D| Pe 
ly nm 0 


应 用 赤 通 准则 , 原 式 = 六 


例 3. 34( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) tim| (ee si 


解析 令 女 一 & 将 定 积分 换 元 ,再 应 用 洛 必 达 法 则 , 则 


| CE — Ly 


i 
ITI—*0 Be I*4) 小 
一 lim 让 一 = lim Ss 
XT»>{) 97 r—»{) 37 3 
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例 3.35( 全 国 大 学 生 2009 年 预赛 题 )” 设 f(x) 是 连续 困 数 ,又 
ai 一 | f(a 目 Him 大 三。 一 A (A 为 常数 ) 

求 g'(z) ,并 讨论 g(x) 在 x = 二 0 处 的 连续 性 . 

解析 首先 由 lim 全 一 = A 可 得 f(0) =0, 了 (0) = lm — A 

泗 志 关外 时 ;学 吉 三 ww 则 

(x) = | fewdu 

求 导 数 得 


ay jz)z 一 | fod _ | ood 
RS 交 EE 


当 工 二 0 时 ,利用 导数 的 定义 与 洛 必 达 法 则 ,可 得 


了 城址 辣 -| f(0)d 


lim 2 


wD 二 limB 2 一 SS， 一 


| fw du i PCy = 二 


lim 7 TX—*0 生生 


由 于 


| se 
limg (x) = lim/ = lim 一 一 一 -一 
rT™—*() Te “ ~ 
= A—limt(a _A_A4 = 分 = g'(0) 


所 以 g (x) 在 xz == 0 处 连续 . 


i i EF dt 
例 3.36( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 求 lim Vz 一 1. 
二 和 这 i l Vt 十 SR 十 均 
解析 ”应 用 积分 的 保 回 性 ,有 
-| ] 三 a ] 
es of 十 丈 rr VX—1 本 zx v27x— 1 


+] +] 
TE az 产 wen 
tT sint 二 福 z 可 驳 2ZT 十 2 


因为 
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es 


71 Vi em vV 责 和 V2 
应 用 夹 逼 准则 得 
原 式 = lim Vzp(z) 一 二 


例 3.37( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 设 


4 六 "Ti 
[We U 和 了 条 ， 
天 (元 ) 二 元 9 g(Ax) 二 1 


求 F(x) = | Fo 5 
解析 先 用 变量 代 换 化 简 定 积分 , 即 令 工 一 上 二 =, 则 
F(X) 一 一 | f(r — wg du = | fr — wg du 一 ( 交 一 OCR 


村 
| (zx—u)sinudu,。 0 反之 过 并 ， 
0 


2 


| 


| (xr—u)sinudu, xz 
0 ~ 2 
‘ 1 
(— XCOSu + (ucosu 一 sinu)) | 一 Sina OZ 区 . 
(— XCOSu + (ucosu 一 sinu)) | ”= 这 二 ls > 


例 3. 38( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) 已 知 g(z) 是 以 本 为 周期 的 连续 也 数 ,是 
£0) = 1, f(z) =| | zt | gdz, 求 了 (TY. 
解析 ”因为 


f(r) 一 (T(E 二 | (t— rp Yd 


z| gcod 一 | mod 十 | ig (Dd —z| gd 


fF Cx = | gcod 一) 
-| gdt— 2ret27) xe(x) 


一 | god | g(t d+ 2re (27) 


所 以 
" ll4 » 
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T 21 
RT = | g(Dd 一 | g (d+ 21g(2T) 
0 FF 


5 Oe 
国 gtx) 雇 全 为 周期 , 故 | g(t1) di = | gtd atl = gl = 1 和 FCT) 二 2 
0 下 
例 3. 39( 浙 江 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 f(r) 连续 , 且 当 过 六 一 1 时 有 


元 


rn(| Rta) — se 


RE 
解析 今 y(x) =| /Cd 二 1: 则 3 三 1, 生 yz) = fz); 于 是 有 


We 


2 | GE 
Vy (rT)y(x) pr 


两 边 积分 得 


2y' Cydr = |2yCr)dy(x) = yz) 


TE 
EE | tt > |ze d 


(1 二 工 ) 让 元 
a 一 TE : i ee 
Se 十 | 一 [十 -一 一 ez(1 十 Zr)dz = FE 
由 六 三 1 可 得 万 二 0; 所 以 x 二 a * 
] 十 冻 
= | 
| Fod+ ] 三 和 
于 是 
f( i ) 一 一 | 人 ) 一 一 二 本 本 a 
bs 2(1 二 x)3 


例 3. 40( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 已 知 晴 数 f(z) 在 La,b」 上 连续 (a 二 0), 且 
1/z)dz = 二 0, 求证 :存在 € Ca, 从 ,使 得 | f(x)dz = 

解析 令 FCz) 二 十 | 了 (Ddi, 由 于 f(x) 在 [we, 妇 上 连续 , 故 FCz) 在 [a, 妆 上 
可 导 , 且 F(a) 二 0.F(b) 一 0. 应 用 罗 尔 定理 可 知 , 3&E€ (ao) ,使 得 (6) 一 0 而 


ch RA f(t) dr 抽 


F' (71) - 


由 摘 
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| fa = | 7copdz = ef(&) 


例 3. 41( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ” 设 f(x) 在 区 间 [0, 十 2) 上 是 导数 连续 的 
了 六 0 三 0 | 所 区 一 PC | 过 1 求 讶 ,| Xr) | 和 全 一 1,x & |L0, 十 


[e “flx)| =e “(f(zx)— f(x)) 
两 边 从 0 到 过 积分 得 


| [ef WT dr = flay = | ev (f(z) — i We 
0 JJ 0 


> e”| f(x) 去 | 人 | 一 有 | 家 | edz= 二 
0 “ (0) 
BL | ff 02 | — 1 
方法 2 令 FF(x) 一 e “(flzx) 十 1), 则 
FR = ee (CF (ry= F(zy = 1) 
由 于 |] 关节 一 (0 | 入 1 所 以 了 了 (0 一 /2) 一 1 过 0 ,于 是 FF (2) 过 0 苑 成 区 在 
区 间 [0, 十 ce) 上 单调 减 ,因此 
F(z) 入 Fo) = f(0)+1=1 


即 
e 《f(z}+FDD1 和 f(z} 二 —l 


人 GT) = ee {1 一 (x); 则 
G (zx) 一 e "(=f 了 f(x)—1+ f(z)) 


由 于 | f(x) 一 了 了 (x) | 过 1, 所 以 一 了 (zx) 十 f(x) 一 1 声 0, 于 是 G(x) 过 0,; 即 G(x) 
在 L0, 十 ce) 上 单调 减 , 因 此 
Gr) G0 = 1= f(D =1 
即 
一 一 一 


于 是 ;, Yz 宇 0, 有 | f(x) | 过 @ 一 1. 
例 3. 42( 莫 斯 科大 学 1977 年 竞赛 题 ) ” 设 f(z) 在 La,b] 上 连续 , 且 
| fC)ar = | zf Cdr = | zz)dz = 如 


求证 : f(x) 在 (a,6b) 内 至 少 有 3 个 零点 . 
解析 eed 在 La,6b」 上 连续 , 令 F(z) = | f(D di, 风 Fa) = FR(DY = 池 , 芋 


所 (x) = 二 f(x), 应 用 积分 中 值 定理 , jc € (a,b) ,使 得 
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pb 
| zf (x)dz = Cy 


b 
| -| I 
所 以 Fle) 二 0. 对 F(x) 在 La,e| 与 Lce,6|] 上 分 别 应 用 罗 尔 定理 , jci € (a,c), jc: 
CE (c,b) ,使 得 
Fi) = Fla = Flew) = Hi 0 
即 f(x) 在 (a,5) 内 至 少 有 两 个 零点 . 


假设 f(z) 在 (a,b) 内 恰 有 两 个 零点 csycztae<c <c 过 0), 则 jz) 取 值 的 符 


(Ti ye2 ) Cy (cz sd) 


下 面 证 明 这 六 种 情况 丝 不 可 能 发 生 . 情况 1: 取 多 项 式 p(x) 一 (x 一 01) (zx 一 
c2 ) ;情况 2; 取 和 多项式 p(x) 二 cz 一 好 情况 3: 取 多 项 式 p(x) 一 cl 一 工 ; 情 况 4: 取 多 
项 式 p(x) = 二 (Zz 一 c1) (es 一 工 ) ;情况 5: 取 多 项 式 p(x) = zx 一 cj; 情况 6: 取 多 项 式 
p(X) 一 工 一 cl. 这 里 多 项 式 为 一 次 或 二 次 多 项 式 , 由 题 意 得 


b 
| p(x)f(rx)dr =0 


另 一 方面 ,由 于 这 些 多 项 式 在 区 间 (ae,ci), (ciycz), (cs;,b) 内 的 取 值 符号 与 
f(x) 在 这 些 区 间 上 的 取 值 符号 完全 相同 , 于 是 在 (aca)， (ciycz)，(czy6) 内 
p(x)f(x) 篆 取 正 值 , 且 p(x)f(z) 在 La,5] 上 连续 ,所 以 


| pC) fC de > 0 
从 而 导出 了 矛盾 .所 以 f(x) 在 (ao) 内 至 少 有 3 个 雪 点 . 
例 3. 43( 莫 斯 科 全 苏 大 学 生 1976 年 竞赛 题 ) ” 设 限 数 f(z) 单调 增 ,Y 了 二 0， 
f(x) 在 [0,T] 上 可 积 , 且 lim 工 | Acod = A, 求 证 ; lim f(x) = A. 


解析 ”由 lim 工 | /CDdi = A, 可 得 0 二 e 二 1 时 


(le 


] ) 工 有 _ | | 一 本 
Jim 三 | a fd A, dim 站 | —€)x 0 f(D di A 


让 
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利用 极限 性 质 可 得 


| f(D dt 三 Ac 十 o(Cz) 

0 

tier 

| 127dF = At1 直 exo(r) 


(1l—e)7 
| f(D = A(l ero(z) 


由 于 f(z) 单调 增 , 所 以 


(le 
二 fd fA 二 | f(Ddi () 


ET (le)r 


| 


(Te) Ul Te}s 人 = 
lim 二 | f(D dt lim 二 | | f(Ddi—| f Dd 
-too EX -we EN Ed 0 


lim 二 [LAG ES PT ER 


lim 二 | f(Ddt = lim 过] Fou- | Food 


ne Jv (lI—e)7 


= lim =[Ar —AQ —ée)x++o(x)|=A 


和 


对 ( x ) 式 应 用 夹 通 准 则 ,得 lim f(x) = 
例 3.44( 北 京 市 1992 年 竞赛 题 ) hp 连续 , 征 了 (C(x) 0% 7(0) 二 下 00) 


| fa 
= 0， 试 求 极限 lim 一 一 一 一 一 
| rod 

线 在 工 轴 上 的 截 距 . 
解析 曲线 y = f(x) 在 点 (z, f(z)) 处 切线 为 


Y— f(z) = f (zx)(X— 2) 


Fe 7 0 | CE a fay tx) 
a>Y 0, 得 六 并 ES 上 WE = = pe (z) TFC 


应 用 f(z) 与 f(x) 的 马克 劳 林 公式 ,有 


,其 中 u(x) 是 曲线 y 三 f(x) 在 点 (zz)) 处 的 切 


F(z) = 70) 十 户 (0) 妆 十 #7 (0 十 o(x*) 一 RACE 十 of ) 
f(x)= fF0)+fF (0xr+o(lr) = 广 (0) 垃 十 oz) 


Ff (0 ody 


大 一 一 7 一 一 一 " 且 当 志 一 0 时， 
因此 u(x) 一 工 一 fF (0 二 0) 且 当 过 一 0 时 ,有 
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EY 2 f (Orz+tolx) 。 


区 0) 元 十 CE) ~ 


to | 入 


改 xCz) 一 六 十 oCz) ,上 且 limx(z) 一 0， 


因此 
u(r) 
| fa a 
lim ee lim (u (a 1 uU ( 雪 ) = i »。f (2) 
0) 
二 ey Cy + olwu Cx)) 
二 i a 
+ [f (0)xto(xr) 
志 1(0)，( 子 ) 十 oz2) 
= lim i ene s fF 00 = 上 
-0 [天 办) 十 起 区 于 8 


3.2.6 ” 定 积 分 的 计算 ( 例 3. 45 一 3. 63 ) 
例 3.45( 江 苏 省 1998 年 竟 赛 题 ) ” 设 连 续 函 数 f(x) 满足 
HGz) = z 十 卫 | fr)drt+z| flr)dz 
求 f(x). 
解析 没 A= | 7codz:B= | f(z)dzr, 则 f(x) =z 二 Ax? 十 Bz’, 所 以 


1 
A=| (z+Ar’ 十 Bz’)dzx 一 序 十 读 A 十 子 B 


B= | (z+Ar’+Be’')dr =2+ 马 A+4B 


由 上 述 两 式 解 出 A = 1B 二 一 1; 于 是 f(x) = 天 十 高 到 一 代 . 


例 3. 46( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) | sin x。 coOS dz 一 


解析 原 式 二 41 (sin2x)’ dq, 


二 | | -0ST qz + 去 | (sin27x):cos2zxdx 
i 
= EG 4 sin4z ) | 十 Csin2z) 55 


4 1 » 
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例 3. 47( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 设 


] 

二 一 :0， 
i 三 ] 二 -元 时 
jg 三 ] 

we TE 


求 | f(z 一 ld. 
0 
解析 今 z 一 1 = 二 1, 则 


2 | 0 ] 
| re-Dduz=| Frou=| sd+| dz 
”1 二 +e—e 
= | te 
| ] 十 e t n |, 


= ,十 In2 


pal Lee 


水 


例 3. 48( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) | 一 一 dz 
0 J GOSR 


解析 分 部 积分 , 则 


原 我 二 上 xdtan = = xtan = 到 | ， 一 | tan 到 dz 
2 凡人 划 


一 开 一 ln2 


_x 
一 -7 十 21n | cos 2 


到 
2 


37t 一 ] 


a3 
例 3.49( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) | de 


zx" 二 1)? 
解析 作 换 元 变换 , 令 zx” = 二 tant.; 则 


1 : =] 1 7 ?7—] 
nr” drx= sectdt, x drt=—(r)nr" dz 
n 


故 
3 2 3 _ . 
原 式 二 到 tan ps i COS21 | 
nJo sect ng 2 
= 3 1l1/x V3 
-> (: > sin2t ) | 一 序 ( 所 一 宇 ) 


1 v4 
例 3. 50( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 求 | Men dz 
i 


。 120 。 
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如 本 “ 原 式 一 | aretanaaT 寺 一 时 十 二 下 太 训 下 5 
-和 +| ata 
$0TEdTaD T+ 后 开 ,可 解 得 A 一 吝 ' 昌 一 一 豆 'C 一 也 
| i 一 (二 ntl 十 工 ) 一 二 ndl 十 ) 十 Farctanz) |, 


eg ek 区 
二 7 In2 4 ln2 十 8 


故 原 式 一 In2. 
例 3.51( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) | 二 — 
解析 令 arctanz 二 1, 作 换 元 变换 , 则 


sec tdt = | 3 ] 十 cos2t) dt 


五 
原 式 == | -- 
¢ Sec 


"Es: : 下 全 
= 站 ， 十 于 -| sin21di ) 
sl oo rr ll 
Bl IB gcos2t|, 64 16 8 
| ] 
例 3. 52( 江 苏 省 1994 年 竟 赛 题 ) 已 知 f(x) | antd, 求 | Se 
解析 因为 
A sin(x” ) 2sin(x: ) 
$F Cr = 2 ee 
应 用 分 部 积分 法 得 ( 因 f(1) = 0) 
| ) ] 1 一 
| zrcodz 一 二 | di = Ede 一 | zf Cx)dr | 
一 一 二 | 2rsin(Cw’ )drx = cos )|， = 方 cosl 一 二 


例 3. S3( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) ” 设 f(1) =| edz, 求 | 12 f(1) dr. 
] 人 
解析 因为 (4) = @',f(1) = 0, 分 部 积分 得 
} 1 1 ] 一 
| ef 证 #| fdr = #60) -| rodz| 


ee 盾 srw- 寺 we 
3 + e di 6 Ze dx 6 ,37 所 
。 121 。 
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=.| al! lr L111 
se 0 -| * 一 6 所 人 ,)= 3e 日 
2 -4- ki 
“ 例 3.54( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) ” 设 限 数 f(x) =| DT Dg, 斌 求 定 积 4 
I 
| Xf x) dr 
解析 方法 1 根据 题 意 ,可 得 (x) = 下 二 型 , 青 应 用 分 部 积分 法 ,有 
yy 有 证 ] ] | 县 让 
| 了 (x)dx = 六 | fn dr 一 二 PCz) |， 一 元 | zj (xYdx 
pr -| 2 tl 
= 六 了 人 1 2j,*“" 1 二 一 一 一 
一 f(D) -本 | itl | gdg 二 1 二 | 下 二 好 dz 
= FIY— 六 | atl | Yd 
= f(D 一 (zln(l+ 2)| -| i dz ) 
一 了 (DD) 一 各 (In2 一 1 十 ln(1 十 xz)| )= JQ) 一 ln2 十 性 
下 面 米 求 成 于 亲王 上 出 此 = 一 2 一 和 福 
i 1 (lz) 工业 本 2(1 十. 好) 
] = 
ln2 十 jn 一 一 一 
:ln(C1 十 门 | 2 (+ 1] 1ln(l 才 2x) 
w= tog : 
区 ] 于 天 di 0 ] 十 起 dt In2 | 4 二 wh. 从 ] 才 入 1 


= ln2 »。 arctant | — f(1) 三 4 ln2 — 
于 是 所 了 = & ln2, 故 


原 式 二 下 In2 一 ln2 十 考 
方法 2 先 将 原 积分 化 为 二 次 积分 ,再 交换 二 次 积分 的 次 序 , 得 


| 加 | dz| > ln +Dg, = | ad -ta 


| L 在 祈 
= 这 | (I ) Nd 
= 一 亏 | In(1 十 7) 
= 一 二 | Wo Dd 


“22 。 
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| Wy 
— (inGl 十 六 |， -| Ed ty 
= 一 方 In2 十 方 (1 一 In(1 十 DD)| FAD = Fl 3 


(13 寺 gln2 的 求法 同方 法 1, 故 


原 式 三 gln2 一 ln2 十 


So 


于 _ 
例 3.55( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 求 | er (1 十 tan 子 ) dz 
解析 原 式 = | er sec” dt ?| ertan i 


是 ” 人 < x 2 i 7 
— ?| cdtan 三 十 2| etan 二 dz 
6 2 0 2 


ny a 
= 2e’ tan 二 


2 |， = ?| e tan 到 dr 十 ?| e’tan dr = 2e2 
0 D 


2 


例 3. S6( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) "| ge 1snzg, 
0 ] -cosx 


) 


地 [sin 十 cos 二 | 2 
年 析 奈 式 =| 一 2 一 dr 一 十 | [1 这) dz 
2cos: 站 
a 二 3 a zt 区 「 7 区 
5 | e sec 了 dz 十 e tan 5 dz 
3 I 3 , 1 
三 | ec dtan 7 +| e tan 7 dz 


苹 “六 茎 
Ry | > 站 - By ty 二 
= & tan 二 -| ce tan pdx +| e tan wdr = €? 
0 0 


2 


人 


例 3. 57( 江 苏 当 2016 年 竞赛 题 ) 求 定 积分 | dx. 
十 coOS: 
解析 方法 1 根据 题 音 ,有 


eg We zrSIN x fr XSIin x 
原 式 一 |” -sn3 dz 十 | Tsn3 dz 
怀 式 ny 1 二 cos:x x2 ] 十 cos’ 廊 


在 第 二 项 中 令 工 三 元 一 性 则 


| XSIN 文 | (x—1)sin’t a | Sin d 一 | _tsint 
x2 1 eos x 1 二 cost 6 十 :cogs # 1 cosit 
。 123 。 
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ma | Slim x -| XS TD 
0 1 二 cos 并 0 了 工 十 cos- 工 
nw/2 -本 
sin* x 
原 式 三 "| 一 一 一 一 一 qd 
5， 二 CGOS 六 
加 «| ”二 st tar ] i 
0 ] cos:x 2 Sin2 交 十 2cos2 雪 
元 AAA 
一 一 到 十 2x| Tn (A tanx = wg) 
o 和 芝 才 E 加 
2 -es 
工 
a 
2 0 2 二 ww 


十 V2 一 ] 
0 2 


A u 
一 一 一 -十 V2rarctan 一 
2 区 


方法 2 记 原 式 为 1, 再 令 工 二 x 一 t, 则 


—1)sin’t r sin’t r tsin’:t 
=| sp tg = x| 一 一 | _ Sn 
0 


1 二 cost 0 1 cos’t 0 1 cos:t 
-in _J 
0 十 cos 过 
于 是 
I 一 要 | sin’ x 
2 ] 十 cos:z 
en | 1 
2.J0 0 一 2 Tx 0 Ee 
| ze | 网 由 pu 
一 sx) 5 7tnrdtanz 十 本 7 二 dtanz ( 今 tanyx = 1) 
区 "| 天 aa 天 上 
-TR 3 
元 2 元 nd 二 元 | 
一 一 一 十 一 arctan 一 十 一 arctan 一 
2 VE 
__x T NT TK ， 滋 2—1 ， 
2 全 2 人 2 2 


例 3. 58( 北 京 市 2000 年 .浙江 省 2002 年 竞赛 题 )” 求 积分 
| (1 十 荆 一 一 entdr 
省 Ey 


解析 ”应 用 定 积 分 分 部 积分 公式 ,有 


* 124 。 


例 3. 59( 全 国 大 学 生 2014 年 预赛 题 ) 国光 .| Ecos( In 二 ) drnEN. 


解析 由 于 Ccos (Jn 二)= sin(lnz)。 (一 二] 应 用 定 积分 换 元 法 和 周期 函数 
的 定 积分 性 质 , 有 


| 0 
r=| ee | sin(lnr) | dlnx =| | sinu | du 
a —27 


开 


一 六 天 


站 


“x 
2n| sinudu 一 一 2ncosu 
() 


eS i XK COSX 
例 3. 60( 浙 江 省 2004 年 竞赛 题 ) 计算 | od nr 99004 


解析 令 x 二 5 十 4， 则 运用 基本 积分 公式 与 奇 函 数 的 定 积 分 性 质 , 有 


-| 一 
2 十 2004 一 车 “pg md 


| 
:站 


| 


2 CQ A 
| 
2004 一 2004 一 一 
AN 4 


2 
2 的 mr aarmcroreran 
J 2004 = 2 /2004 一 丰 


例 3.61( 江 苏 省 20( )0 年 竞赛 题 ) ” 设 可 微 函 数 f(x) 在 x 放 0 上 有 定义 ,其 反 


画 数 为 g(x) 且 满足 | SN Ee (zi 一 8), 试 求 f(x). 


解析 在原 式 中 今 f(x) 二 1 得 x? 一 8 = 0, 解 得 x = 二 4, 即 ft4¥ 三 1, 设 i 二 
f(x), 反 函数 为 z+ = 二 广 (0 , 故 g(b = 广 (4), 则 


“ 129 。 
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~ 


fi) ACT 
| g(t) di = 六 《三 一 xdftry CFA 
| 才 


1 


= rf (x) | | = | 开征) 一 机 一 da 
时 二 时 中 


于 是 
一 = 天 码 d 一 3 — 8) 
两 边 对 x 求 导 得 
zf (DH) 一 7Cz) = 3 
f (x) = = ft) =1 
积分 得 f(x) = Vz 十 C, 由 1 = 2 十 C, 解 得 C 一 一 1, 于 是 所 求 函数 为 
f(z) 三 yy 工 一 ] 

例 3. 62( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 

(1) 证 明 | Insin (x 十 这 )d = | | lncoszdz; 

(2) 计算 于 aaa 

解析 (1) 今 工 三 二 一 如 则 


忆 


1 
Incostdt = | Incosrdr 


[insin(#+)dz = 一 | Insin{( 闻 —t)di 一 | 


(2) 原 式 二 | ln ES 一 上 In| V2sin (z+ 区 ) jd -| lncoszdz 
0) COST 4 6 


a 


ln2 +| Insin( z+ SE jd 一 | Incoszrd> = 二 mln2 


1 
2 4 


例 3.63( 精 选 题 )” 设 F(a) = | ma 一 2acosz 十 a )dz, 求 F( 一 a), F(a’). 
解析 作 定 积分 的 换 元 变换 , 今 x = 二 x 一 1, 则 

人 (一 人 一 | aq 十 2ccosz a)dr = 一 | mm 1 = 2acost ta’ )di 
二 | ma — 2acostHa’ dr = F(a) 


“126 。 
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F(a*) = | In(1 —2a’cosr +a')dr El 
南 了 于 (一 oa = 三 Fas 折 以 
2F(a) 三 下 (2 十 了 (一 好 = [ln(1 一 2acosz 二 a) 十 In(1 十 2acosz 十 a*) jdz 


In[( ] 二 a) — da cos 7 |dx | In(l — 2a’ cos2x a’' dz 


| nc 一 2a cost 十 Qi )di ( 今 2rt = 二 


;| In(1 一 202cost 十 全 5d 十 | jn(1 ©— 2a:cost+a' yd | 


| 


tc 一 局 | 一 避 后 


[| al = ew yd + | in(1 — do0aw ta Jdu | 
(第 2 项 中 令 上 三 27 一 忆 ) 
= 了 [| nd —2ucosr + adr+ | na 一 2oteoszr+aDdz| 
= | im ] — 2a* cosz + a ydz (2) 
比较 (1) 与 (2) 式 即 得 Fa) = 2Fla). 
3.2.7 ” 定 积分 在 几何 与 物理 上 的 应 用 ( 例 3. 64 一 3. 75) 


例 3.64( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 )” ”下面 的 推导 是 错误 的 .请 说 明理 由 . 
(1) 因为 


芯 
里 . 南亚 到 - 区 
1 §S 一 一 ] | SINX 
| SNL | 一 | decosr 一 。 cosz | +| COSI 。 人均 
n COSZ " 1) COST7 COSX | 0 COS™ ff 
二 Sinz 
一 一 ] 十 .ly 
,COSY 
由 办 三 二 


(2) 已 知 椭圆 的 参数 方程 为 x = 二 2cosg, y 二 sin 而 三 区 十 六, 从 而 椭圆 的 
面积 为 


’ | pd0 | ?| (dcos'0+ sin’ 0) d0 = 


le 


解析 (1) 错误 在 


= a CONX 
COST 


=—— 


正确 的 做 法 是 
:97 
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a : 和 
.cosz|， 王 一 1|， =(—1)—(—l)=0 
COSX 0 0 
4 1 ] 
| SOX 一 一 In|cosz | = 二 1n2 
n COS 并 0 2 


(2) 错误 在 椭圆 的 极 坐 标 方程 为 
太一 于 十 多 一 4cos0 十 Sin 0 


正确 的 做 法 是 将 x = pcosb,y 一 psing 代入 椭圆 方程 过 二 二 1, 由 此 可 得 


所 (于 cos*0 十 sin?9) 一 1, 解 得 椭圆 的 极 坐 标 方程 为 


2 4 
《 cosS0O 十 4sin20 


二 30 2 nN T .4 
A (3 dg ; 6 CS 二 AT 于 


a 
3| 0 1 十 4tan 0 


例 3. 65( 莫 斯 科 农 业 生 产 工程 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ”在 y 轴 上 过 坐标 为 1 (0 三 
1 过 1) 的 点 A 作 平行 于 zx 轴 的 直线 AB, 它 与 y = 二 x ,x 二 1 以 及 y 轴 所 围 阴 影 部 分 
D, 与 D;( 如 图 所 示 ) 的 面积 之 和 为 S, 求 S 的 最 大 值 与 最 
小 值 . 

解析 应 用 定 积 分 ,面积 3 为 


dtan = 4arctan(C2tan0) | ”ee ZX 
0 


J 1 
和 | C 一 za)dz 十 | (x — 1t)dr 


1 
一 起 1 一 从 


四 i 9 | 1; 
1 人 3 ,Taz 


| 
一 
由 S' 二 2 一 1 = 0, 解 得 驻 点 二 地 , 则 


maxSs = max| S(0), Ss( 工 )， SL 一 max| 本 


] 

3 二 
in min| S(0), S ), SG) | 一 
即 1 二 1 时 S 取 最 大 值 人 ,一 地 时 5S 四 


例 3. 66( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) ”过 抛物 线 y 二 x* 上 一 点 (aya ) 作 切 线 , 问 
a 为 何 值 时 所 作 切 线 与 抛物 线 y = 一 于 十 47 一 1 所 围 成 的 图 形 面 积 最 小 ? 
。 128 。 
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解析 由 题 意 可 得 抛物 线 y 二 x 在 (a,a ) 处 的 切线 方程 为 > 一 & 二 2a(Zz 一 


六 =2 一 人 7 人 

a), BR y= 2axr uw Re . 二 x 十 2(a 一 2)z 十 1 一 a* 二 0, 设 此 方 
(y= 一 站 六 4z 一 1 

程 的 两 个 解 为 zi yzz (x 二 x2)，, 则 


Vr wim = 
zz = A2Z— a) 
得 二 VC 一 上 十 3 
设 抛物 线 y = 一 zx 十 47 一 1 下方, 切线 上 方 图 形 的 面积 为 S, 则 
i Ls (一 Xx 十 47 一 1] 一 2az 十 a*)dr 
+ 


= (x — i = (Cn ma Tir) (2 Tx) 一 1 | 


| 


i 号 (20z = dg 


| 


(2 一 4a 十 可) 这 


y 
S =2(2a C—4a++3)* (4a— 4) 


例 3.67( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ”已 知 曲 线 丁 的 极 坐 标 方程 
po 一 1 十 cosb (0<0<3) 


求 该 曲线 在 9 二 下 所 对 应 的 点 处 的 切线 的 直角 坐标 方程 ,并 求 曲线 .切线 工 与 


x 轴 所 围 图 形 的 面积 . 
解析 ”曲线 的 参数 方程 为 


T= pcos0 = (1 十 cosg)cos9， y= psing 一 《〈] 十 cosO) sing 


dy yy cosg 十 cos20 dy i 
dr | a 一 Snb 一 sin20” dz!0=# 1 一 V2 


即 y 二 (1 一 J2)z 十 1 十 最, 令 y 一 0, 得 工 二 2 十 六 六 
如 图 所 示 ,三 角形 OPB 的 面积 为 


12Z9 。 
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m1 1 十 起 她 十 7 直 
9 三 3 了 下] 
曲 边 三 角形 OPA 的 面积 为 
1rs Dr go 
S» > 六 | od0 = 二 | (1 十 coOSO) do 一 二 | [二 十 过 cos0 十 FeOs20 db 

/3 - 通 > * _ _ 汪 号 
一 立 (38 十 2sing 十 孝 sin29)]|。 一 攻 x 十 站 十 训 

于 是 所 求 图 形 的 面积 > 


ss S| 一 S; = 于 十 总 一 站 


例 3. 68( 精 选 题 ) ” 设 函 数 f(z) 在 [a.6] 上 可 导 , 上 且 f(a) 二 0, 了 (x) 二 0, 求 
证 :存在 惟一 的 GE (cp) ,使 得 由 y= 二 f(z) ,x 二 5,y 二 f(&) 所 于 的 图 形 的 面积 与 
由 y= 二 f(x),zx 二 ary 三 f(&) 所 围 的 图 形 的 面积 之 比 为 2010. 

解析 因 CE 放 0, 所 以 y= 二 f(x) 的 图 形 在 [a.P 
上 严格 增 . 右 图 所 示 两 块 阴 影 区 域 的 面积 分 别 为 


| CF = Fn) hide, | crcem = i 
作 辅 助 困 数 


pb 1 
F(x) = [R= Fd = 2010| [fCx)— fd axe) 


则 


时 
F(a) | [fe Aalld >=0 (AS flan 


Fb) = 一 2010| [ FD — fod 0 (fCD < Fb)) 
因 F(x) 在 La,b] 上 连续 ,应 用 零点 定理 , 3&€ (u,b) ,使 得 F(&) = 0, 即 
| Lf 一 六 区 ldz = 2010| [7e) — f(t) ld 
由 于 
FOr) = | fd f(b6— zx) —2010f(7) (zr—a) + 2010| fd 


F(z) =— f(x)— fr) 0— 7x) fr) —2010f (x)(r—a)— 2010f(7x) + 2010f(7) 
一 一 广 (z)[G 一 z) 十 2010Czr 一 ao)] 一 0 


所 以 F(z) 在 La,2] 上 严格 减 , 于 是 上 述 应 用 零点 定理 的 $ 是 惟一 的 . 
。130 。 
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例 3. 69( 葛 斯 科 电 气 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 点 A 位 于 半径 为 a 的 圆周 内 部 , 且 
离 圆心 的 距离 为 w(0 迄 2 一 a), 从 点 A 加 圆周 上 所 有 点 的 切线 作 垂 线 , 求 所 有 垂 足 
所 围 成 的 图 形 的 面积 . 

解析 设 圆周 方程 为 x 十 y 二 @ ;点 人 A 位 于 (6,0)， 
在 圆周 上 任 取 点 PCzo,yo) ,过 点 书 作 圆 的 切线 艺 , 则 区 的 
方程 为 zoz 十 yy 三民 ,这 里 (z,y) 为 二 上 点 的 流动 坐标 . 
过 点 A 作 工 的 垂 线 AQ , 则 直线 AQ 的 参数 方程 为 


工 一 六 十 zol， y= yot 
将 其 代入 工 的 方程 , 解 得 垂 足 Q 所 对 应 的 参数 为 = 1 一 
号 mm ,于 是 垂 足 Q 的 坐标 (z,y) 为 


pb 
z=6+Tzxo(1— zx), y = (1 一 各 zo ) 
今 Xo 一 CCcoOSty Yo 一 asint, 代 和 人 上 式 得 垂 足 Q 的 坐标 (zyy) 为 
pb 7 
到 二 二 十 (1 = cost Jacost =6+acost— bcost 
pb ; ; : 
Y= (1 ss 2 )a sint = asint — bsintcost 


屡 足 Q@ 的 轨迹 显 见 对 称 于 xz 轴 , 它 与 x 轴 的 交点 为 (一 a,0) 与 (a,0). 于 是 所 求 图 形 
的 面积 为 


0 
ydz = 2| (asint — bsintcost)d(b + acost — becos’1) 


— 


x 


= ?| sin2i 。(& — 3abcost + 2b° cos’1) dt 


- 二 入 (1 一 地 sindi) |" 


2 | 
-2 3 
= 二 训 (: 7 Sin2 ) 2absin’t | 7 和 


一 dn 一 (ce + 入 jx 
例 3.70( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 )” 现 过 点 (1,5) 作曲 线 FT:y = 二 x 的 切线 工 . 
(1) 求 L 的 方程 ;(2) 求 卫 与 二 所 围 平面 图 形 DD 的 面积 ;(3) 求 图 形 咯 的 x 三 0 的 
部 分 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 得 立体 的 体积 . 
解析 《1) 设 切 点 为 (zo ,Xi),y (xzo) 一 3z8 ,所 以 工 的 方程 为 


y— 7 = 37 (zx— zo) 


令 By lyy = 5, 代 入 上 面 的 方程 得 Zo0 — 3x¢ 十 5 二 0, 有 惟一 实 根 Xo 一 一 1, 故 切 
点 为 (一 1, 一 .切线 上 的 方程 为 y = 3z 十 2. 
w 31 % 
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(2) 由 人 二， , 解 得 一 一 1,2, 所 求 D 的 面积 为 


S 一 | (3z 二 2 一 za)dz 一 (写字 十 2z 一 互 )| -2 


(3) 所 求 体积 为 
V 三 | [CG3z 十 272 一 〔 )* jdz = | 《9z 十 12x 二 4 一 x )dx 


一 (3 十 BE 十 业 志 一 二 7 ) | 一 2 

例 3.71( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) ”过 点 (0,0) 作曲 线 了: y = 二 e™ 的 切线 二 , 设 

D 是 以 曲线 厂 、 切 线 LL 及 xz 轴 为 边界 的 无 界 区 域 ( 如 下 图 所 示 ). (1) 求 切线 工 的 方 
程 ;(2) 求 区 域 D 的 面积 ;(3) 求 区 域 D 线 工 轴 旋 转 一 i 

解析 《1) 设 切 点 为 (a,e™), 则 


LL ye = "(ru 
用 (0,0) 代入 ,得 a = 一 1, 于 是 切线 工 的 方程 为 
y 一 一 ee 


(2) 因 切 点 为 (一 1,e), 故 区 域 DD 的 面积 为 


十 已 2 SF a ] we 1 my 
s=|_ * dr 7 © eC a 2 2“《 

(3) 太一 台 “edz 一 十 rez =— re”| ”一 十 re: 
=] 3 - 


例 3. 72( 精 选 题 )  ” 设 忆 是 由 > 三 2z 一 与 工 轴 所 
围 的 平面 图 形 ,直线 y == kz 将 DD 分 成 两 部 分 (如 右 图 所 
示 ), 知 Di 与 D; 的 面积 分 别 为 S 与 S:,Si :Sr = 二 1 :7， 
求 平 面 图 形 Di 的 周 长 以 及 Di 绕 y 轴 旋转 一 周 的 旋转 体 
的 体积 . 

解析 曲线 y 二 2z 一 蔗 与 直线 y= 二 kz 的 交点 为 0(0,0),A(2 一 k,k(2 一 
EIKO 过 友之 2 于 是 


2 一 1 
qi = 《2 交 一 天 一 大 天 7 大 三 G2—&) 
DO 
Si +S =| (2z 一 dz 一 冯 


人 一 (2 一 有 3 


此 
6 


* ]32 。 
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由 S) : 9， = 3 7, 所 以 Ss 一 7S1; 基 
bE ww 
6 (< k) (< k) 


3 
由 此 解 得 & 二 1, 于 是 点 A 的 坐标 为 (1,1). 
区 域 D; 的 周 长 为 


, 1 
:一 E+| Fy ydr = Va+| 1 ly de 
0 d 
= 十 了 | ViITEd ( 设 t=2(1 一 z)) 


因为 
2 
[一 | VITEd 一 :VITz 一 | : dt 
0 o Jo Vie 
2 2 于 
二 多 9 一 | 二 玫 出 十 dz 
ll | 
= = 2V5—1+ln(2+V5) 
所 以 
1 二 V5 十 专 In(2 十 V5) 
于 是 


1 =V 慷 十 亏 V5 十 子 In(2 十 V5) 


区 域 Di 绕 y 轴 旋 转 一 周 的 立体 的 体积 为 
V = (nr “I> I—x| dy = 所 一 x| (1 一 v1 一 y)2dy 


] 
= 一 x| 口 一 2VIT 了 十 1 一 妇 dy 
= 和 和 上 人 | 半 
”向 "(2y+ 3 y) 2 )|, 6 


例 3.73( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) 设 D;y 一 x 二 4, y 宇 x， Z 十 y2,z 十 y 
之 4. 在 DD 的 边界 y 二 x 上任 取 点 P, 设 P 到 原点 的 距离 为 1, 作 PQ 垂直 于 > = 二 注 ， 
次 襄 的 边界 y 一 x = 二 4 于 驴 

(1) 试 将 P,Q 的 距离 | PQ | 表示 为 上 的 因数 ; 

(2) 求 品 绕 y 三 工 旋转 一 周 的 旋转 体 体积 . 

解析 如 下 图 所 示 , 沿 y = 二 工作 坐标 轴 t, 原 点 在 O,; 则 了 在 t 轴 上 的 坐标 为 7. 


在 zy 平面 上 P 的 坐标 为 ( 启 ， 万 所 以 直线 PQ 的 方程 为 
”33 2 
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3 王 一 过 十 V25 (5 雪上 雪 2Z) 


由 
Pk 
yx =4 
2 i Wr 
解 得 点 Q 的 横 坐 标 为 x。 人 ,所 以 
这 
PQI=J2( 万 -= 


-Hm 


例 3. 74( 北 京 市 1994 年 竞赛 题 ) 设 
fl) -| |z| dz 


求 曲线 y = f(z) 与 工 轴 所 围 成 封闭 图 形 的 面积 . 
解析 根据 题 意 可 知 


| 一 ed 一 寺 (z' 十)， rz0; 


了 | 
| 二 PPDd+| ea =), >0 
eg 0 


故 f(x) 为 偶 函 数 . 所 以 曲线 y = f(z) 与 x 轴 所 围 成 封闭 图 形 ( 如 上 图 ) 的 面积 为 


-中 -+ 和 -部 一 3 


Wi 2 


例 3. 7S( 江 苏 省 1994 年 竟 赛 题 ) ” 设 均 匀 细 杆 AB 质量 为 M ,长 度 为 !, 质 量 为 
m 的 质点 C 位 于 AB 的 延长 线 上 , 当 质 点 C 从 距 B 点 x 处 移 到 距 B 点 s 处 (ri 二 疡 )， 
求 引 力 所 作 的 功 . 

解析 如 下 图 所 示 , 细 杆 位 于 zxz 轴 上 区 间 [0, 由 ,质点 C 从 xz 轴 上 坐标 /十 ri 处 
移动 到 坐标 为 1 十 rs 处 . 在 细 杆 上 取 点 xz,z 十 dz, 将 细 杆 段 Lz,z 十 dz] 视 为 质点 也 ， 


质量 为 ，dz, 位 于 处 . 设 质点 C 的 坐标 为 w, 则 质点 C 在 质点 D 的 引力 作用 下 从 
1 十 六 处 移动 到 4 十 处 所 作 的 功 为 


A D B 加 
De Pe 
O xxtdx / trs Hr 加 


。 134 。 
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fF _k M | Hr 
GY 名 | Ca l rz CH 

大 ] 1 | 

= 4 pe 


于 是 质点 C 在 细 杆 AB 的 引力 作用 下 所 作 的 功 为 


= fr 1] ] 
w=| dw=]| TM (TT i 

_k en We i k 六 | 72 Wn 

- 1 "Mln ym a 


3.2.8 积分 不 等 式 的 证 明 ( 例 3. 76 一 3. 102) 


] 
例 3.76( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 试 证 明 :lnC1 十 V2) 过 | Wp 


oa 
1 1 1 
解析 人 rnp 
1 1 1 
过 过 一 一 一 一 ,所 以 
1 二 x 1 lt 


| 去 dr <| ldz =1 


YA 
| - l daz>| l -dz 一 In(z+ Viz )|, = ln(1 十 V2) 
0 M1 二 x o0V1 二 x F 
即 
1 
1 
nl 二 V2) <| dr 1 
0 V1+z 


例 3. 77( 浙 江 省 2011 年 竞赛 题 ) 设 f: [0,1|] 一 [一 a,6bj] 连续 ,上 且 | f°(z)dz 
ab ,证 明 : 


所 以 
。 135 。 
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<] (79 -与 和 <( 叶 9 
展开 得 


1 | 有 
0< | Pcodzr- (一 四 | fiendrt+ ei < 


将 | f(z)dzr = 屿 代入 得 


l 2 2 
村 过 G 一 | f(z)dzr+ te < 多 


l 2 
0 过 (5—a))| i i 
0 


所 以 0<o| far < l(t). 
例 3.78( 全 国 大 学 生 2014 年 决赛 题 ) 设 f(x) 是 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 ， 
且 满 足 | f(z)dz = 1, 求 函数 /(z) ,使 得 二 | (1 十 之 ) 产 (z)dz 取得 最 小 值 
解析 ”应 用 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 , 有 
1 一 (| frar) =- (| V1l+z f(z)* 


~ 


9 


V 1 
十 并 fz r dr。 dt 
<|a yf (7) | 1 x 


1 
一 ja wr oF taddes arctanz| = x*| a -a de 
由 此 可 得 | CE 4, 即 | (1 十 安 ) 关 Cr)dz 的 最 小 值 为 一. 因此 ,只 要 
郊 数 f(z) 满足 
1 
| 4 Yds Ss ja + yr (rx)dzr = 要 
0 天 0 T 


2 4 
故 所 求 消 数 为 a > xfK1 十 并 2?) 


例 3. 79( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) ” 设 函 数 f(x) 在 [0,2r] 上 导数 连续 ,了 (zx) 
-这 0, 求 证 :对 任意 正 整 数 n, 有 


2 
Flysinmeetdie se [fC2n) = PON 
0 


解析 由 题 意 可 得 
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| f(x)sinarzdzr 三 一 A f(x) dcosnr 
Ge x 如 
= 一 二 f(z)cosnz |, 二 | f (x)cosnrdr 
一 一 二 [7C2x) 直上 | f (zx)cosnrdr 
0 


因 了 (zx) 宇 0, 故 f(z) 在 [0,2x] 上 单调 增 , F(2r) 三 f(0). 于 是 


| f(sinmnedzr |< 二 [fC2n) — f(0)] + 过 | f(x) | cosnz | dz 
J 0 


ag 3 
< [fC2n) — f00)]+ | Es 


= [fC(2n) = OO] 
例 3 80( 精 选 题 ) 设 f(z 在 La | 上 单调 增加 且 连 续 , 求 证 ; 


b 
| zzjidz 之 < xidx 


解析 


心 


F(z) = ?| zcod 一 (十 | fd 
这 里 a 三 文才 6, 则 F(a) = 0. 由 于 


i 一 | fdr— 上 上 起 疯 辣 


= mmf (vi FE) 
区 一 和 二 攻关 六 一 AD 


其 中 4 二 二 x, 是 应 用 积分 中 值 定理 得 到 的 ,而 f(x) 在 La,b] 上 单调 增 , 所 以 
f(x) 宇 了 (8); 于 是 F(x) 主 0, 故 F(z) 在 [a,86] 上 单调 增 ,F(6b) 宇 F(a) = 0, 即 


pb b 
2| ei 六 | 本 


例 3. 81( 英 斯 科 全 苏 大 学 生 1976 年 竞赛 题 ) 已 知 图 数 f(x) 定义 于 L0,1] 且 
单调 减 、 可 积 , 求 证 : Ya € (0,1), 有 


] 
| RE 之 a| f(z) dx 


解析 〈 这 里 没有 上 了 连续 的 条 件 , 所 以 不 能 使 用 积分 中 值 定理 ) 由 于 f(x) 单调 
减 , 故 有 


] 
| fia) dr 2 fa | 7rcopdzs Fod 一 oa 
7 
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由 此 得 
| f(z)dz < 瑟 几 攻 二 | for)dz 
a| f (1)dr si 一 o| f(z)dz 
a(| Fodz 二 | fr)dr)< | Fadz 


于 是 有 
z | f(r)dr > | fx)dz 


例 3. 82( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 )  ” 设 函 数 y 王 f(x) 
在 [0, 十 ce) 上 连续 , 且 严 格 增 , f(0) ==0,f 是 5 的 反 函 
数 , 证 明 : 对 任意 & 请 0, b 三 0, 恒 有 


a pb 
， <| f(z)dzrt| fy 
0 0 


解析 (1) 若 fla) 过 5, 首先 从 几何 上 由 右 图 可 


看 出 
| f(z)dz = 曲 边 梯形 OAE 的 面积 S， 
[让 (yqy = 曲 边 梯 形 OFC 的 面积 5， 
1 3 2 定形 OABC 的 面积 ab 
下 面 给 出 证 明 ， 


b | Fa) 
| yy =| ba (ydy+| A hy (1) 
0 0 fta) 
在 (1) 式 右 端 第 一 个 积分 中 , 邻 工 二 f(y), 则 
f(a) a a a 
| fF (Wdy= | TU (EY = zf(z)| -| f(x)dx 
dO 0 
=af(@) —| f(x)dr (2) 
在 (1) 式 右 端的 第 二 个 积分 中 , 因 f(y) 严格 增 , 故 f(y) 三 广 (Fa)) ==a, 得 
pb b 
| f(y)dy > | ady = a(b — f(a)) (3) 
f(a) fla) 


将 (2),(3) 两 式 代入 (1) 式 得 
。 138 。 
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[FWdy af 一 | fdr+w —af (a) = wb—| f(r)dz 
移 项 即 得 
| copaz+| Fpady 守节 
(2) 大 f(a) 之 0, 从 几何 上 由 右 图 可 看 出 
| f(x)dz = 曲 边 梯形 OAE 的 面积 S， 


| 户 Cpdy = 曲 边 梯形 OFC 的 面积 S。 


S 十 Ss 三 矩形 O4BC 的 面积 ab 
下 面 给 出 证 明 : 
因 Fa) 奖 65, 所 以 a 守门 (6), 则 


1 


| f(az 半 1 本 十 | 


在 (4) 式 右 端的 第 一 个 积分 中 , 令 y = 二 f(z), 则 


ps C4) 
(0) 


0 a 1 —l b a 
| fnar=| yd y= Wh | fdy 
= 一 | fwdy (5) 
在 (4) 右 端 的 第 二 个 积分 中 , 因 f(zx) 之 六 所 以 


f(r)dr S| pdz = bla— f° (6)) (6) 
mw 1 (8) 


将 (5),(6) 两 式 代 入 (4) 式 得 


a b b 
| fdr 677 (6) —| 产 (y)dy 十 四 一 pr (2) =w—| f° (ydy 
0 0 0 
移 项 即 得 
a b 
| readz+| Fy ed 
0 0 


V2x 
例 3.83( 莫 斯 科 电 气 学 院 1976 年 竞赛 题 ) 证 明 :| din de st 
解析 令 zz 二 4 则 


2 
六 


2 nd 


: 1 
sintdt 十 二 | 


原 式 = | 


"1 d= 
| 和 |。 


对 于 上 式 右 端的 第 二 项 , 令 t 一 x 二, 则 


2r 
一 
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| | ;| ] 
| =sinidi sin(u + nx) du 
em | l sinuwdu 一 一 二 | sintdt 
2J0 VT 十 z dn Hr 
于是 
= 了 | 到 
原 式 5 el = )sintdt (x) 
由 于 0 过 1 过 x 时 ， es SS 0sing 0 半生 
/ 
Wi SE ,lip 


所 以 ( x ) 式 右 端 是 常 义 定 积分 , 且 ( 六 一 万 二 = sint 在 (0,x) 上 连续 , 故 


Ts 1 1 
二 | 大 -jsintd 之 
例 3. 84( 葛 斯 科 钢 铁 与 合金 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ”求证 : 


解析 令 工 一 sint, 则 
1 


0 /I 二 去 


今 工 二 cost, 则 


dr = | SinCcOSL) di 


cos(sint) — sin(cost) 一 sin (了 — Sin 上 = sin( cost) 


大 成 太一 了 一 sint 一 cost, 则 由 f 0) =—costtsint =0=>£= A f (2) = sint 
十 cost 之 0, 则 f( 圣 )= 和 一 V2( 盖 0) 为 极 小 值 , 故 Fa) 之 0 — sint > cost > 
sin( 到 — sint) 一 sin(cost) 二 0, 所 以 


和 cos(sint)dt > | sinx(cost)dt 
) 0 
。 140 。 
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即 
esz Si 二 
a 
YE de> | -是 本 V] 一 22 


例 3. 85( 精 选 题 ) 已 知 函数 f(x) 在 | 一 一 ,a | 上 连续 (4 > 0), 且 f(z) 之 0， 
| zfcz)dz 一 0, 求 证 :| zx? f(z)dz Se | f(a)qz. 


解析 ” 当 一 一 之 + 过 a 时 
(a—z) (z+=)>0 
又 f(z) 之 0, 所 以 (a 一 z) (z 十 二 f(z) >>0( 一 一 和 z 魏 中 , 即 
[12+ (a—5)z | >0 
应 用 定 积分 的 保 向 性 ,上 式 两 边 从 一 二 到 a 积分 得 


| 7cpdz 一 | zi fir)drt (a—)| ,zf (zdr>0 
由 此 即 得 


Fs x" frr 部 节 7Cz)dz 


例 3. 86( 全 国 大 学 生 2015 年 预赛 题 ) 设 /(z) 在 [0,1] 上 连续 ,| f(z)dz = 


0, | zf(z)dz 二 1. 求 证 :(1) 3&€ [0,1], 使 得 | Ke |>4; (2) 37E [0, 切 ,使 


得 | f(y) |==4. 
解析 《1) ( 反 证 法 ) 设 Yx E10,1j], 有 | f(x) | 过 4. 由 于 


[p= | peas—d | Fede=i 


Perer<hledi rm < 
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,全 一直 


- (二 
所 以 


1 
| 一 二 | fcz) | de=1 
0 
1 
| 4— f(x) Dz 去 | 和 =0 


于 是 | f(z) | 二 4(00<z<<D = | f(z)qdz =4 或 | f(z)dz = 一 4. 而 此 与 条 件 


[Far = 矛盾 , 故 36e [0,1], 使 得 | Fe) | 4 


(2) 因 fECL0,1], 故 | f(x) |€ CL0,1]. 应 用 积分 中 值 定理 ,3A€ (0,1) ,使 
得 


| far = CH = 站 


于 是 | f(4) |= 0. 对 连续 函数 | f(z) | , 因 | FGQ) |=0,，| f(8) | 二 4, 应 用 介 值 定 
理 , 37E [0,1 ,使 得 | f(7 | = 4. 
例 3. 87( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) 证明: 


Fe os 
解析 令 工 一 六 十 加 并 应 点 用 奇 范 数 在 对 称 区 间 上 积分 的 性 质 , 有 
| med = | 于 tjawdt 一 到 att] card 
= _ pee 
代入 原 式 左边 ,应 用 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 得 
sr 人 (| mdz) (adr)> (| a aad) — ln 


例 3. 88( 精 选 题 )” 设 函数 f(z) 在 La,p] 上 可 导 , 了 (x) 在 La,5] 上 可 积 , 且 
fla) = f(b = 0, 求 证 ;Yw€ [as 四 ;有 


cp 13 If | dz 
解析 ”由 于 


| fF Wa = f(z)— f(a)= f(r) (arab) 
。 142 。 
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| rpd = ff) = 一 Faz) (a<r<D) 
所 以 六 E La,b, 有 
| f= rwa <| | FC | 


| FD | [rwa S| | Fy | 二 
两 式 相 加 得 
» | Fy <| [fF | d=| BA 


即 
f(D [S$) IF | dz 

例 3.89( 莫 斯 科 铁 路 运输 工程 学 院 1975 年 竞赛 题 ) ” 设 函 数 f(x) 在 [0,2] 上 
连续 可 导 ,f(0) = /(2) 一 1， | 了 (zx) | 入 1, 求 证 :1 一 | f(x)dz <3 

解析 当 0 达 x 过 1 时 ,应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 

f(z) = f(0)+F Ozr=1+f(zr (0<e<) 
则 1 一 zz 过 f(x) 达 1 十 zx. 当 1 达 x 过 2 时 ,应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 
fay = FOOT Wtf fj 


则 还 至 1 和 过 A(X) 声 3 一 Zz 于 是 
2 ] 2 2 
| rodz= | PCz)dz 十 | fondr<| +z)dz+t| si 
0 0 1 0 1 
i 
Te 


上 式 中 取 不 等 号 二”, 是 因为 不 可 能 出 现 


lw 人 和 交管 1s 
$5— 半生 


的 情况 (此 时 f(z) 在 工 = 1 处 不 可 导 ). 同样 ,有 


f(z) = | 


| readz | rodz+| fordr>| 0 —z)dz+| cz 一 1)dzx 


ey 
一 : 


上 式 中 取 不 等 号 “二 ”, 是 因为 不 可 能 出 现 
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I—w 0 和 六 疙 ds 
让， 1 之 史 芝 2 
的 情况 (此 时 f(z) 在 xz = 1 处 不 可 导 ). 
例 3. 90( 浙 江 省 2005 年 竞赛 题 ) 证明: 对 任意 连续 函数 f(x) ,有 


f(z) = | 


1 ] 
max|| Irs— nz — f(r) | dz,| | 08% — fw | dr) 宇 1] 


解析 由 于 


| 部 一 Si 一 大 2 | 十 | 6s5z 一 | 
>| 六 一 Sin 元 一 f(r)=cosz+ f(r) |=| x—1| 
所 以 


| lz—sinz— f(r) | drt+| 1eowz 一 co | dz 
>| 1z-1ldz=| 0-ndr=2 
于 是 
max|| | sse— Ra | dz,| | cosiz — f(zx) | dr)> 1 
例 3. 91( 莫 斯 科大 学 1977 年 竞赛 题 )” 设 函数 f(z) 在 L0,1] 上 连续 可 导 , 求 证 : 
[WE | 
解析 (1) 大 f(x) 在 (0,1) 上 满足 f(x) 二 0 或 f(z) 二 0, 则 
| coldaz= | fd 
(2) 知 上 述 (1) 不 成 立 , 应 用 零点 定理 知 3cE (0,1) ,使 得 f(c) == 0, 且 


1 | 
| | FE | dz < max(| | f C(x) | dz 
0 人 


| Feodz = PC — ey = fi) 

这 里 并 CE [os 于 是 

| jy | 二 epdzls 下 | Fd | dz| 太 | | Fy [dy 
上 式 两 边 从 0 到 1 积分 得 

| | f(x) | dz<| | Fy | le 

由 (1) 与 (2) 即 得 

| | f(x) | dz <max|| | f(x) | dz， | fewaz| | 
$ AA 
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例 3. 92( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) ” 设 f(z) 在 [a,b] 上 具有 连续 的 导数 ,求证 : 
max | f(z) < fwal+t| | Ft 1 


解析 方法 1 应 用 积分 中 值 定 理 , 3& € (a,b) ,使 得 
| far = f(e) (wb—a) 
因为 | 广 (z)dz 二 f(x) 一 f(&), 所 以 Yx E€ La,b|, 有 


i bh 
| FRY | | FE [FF epdz|sl (Ce) +| | f(x) | dz 
] 


b= 


rowarl+| | Pi | 


于 十 
1 | rb b 
max | Coz) < ado)| Fedz| 士 | | f(x) | dz 


方法 2 由 f(x) 在 La,b] 上 连续 ,可 得 | f(x) | 在 La,oj 上 连续 ,根据 最 值 定 
理 ， jxo La,pj|, 使 得 | f(zo) |= 人 | f(x |. 因为 


上 f(xydr = f(z)— f(xo), xzE [ab 
jh Fo) 一 | pa 
| f(r)dz = f(xo)(b—a) =| fraz—| (| f(z)dr)dz 
fod Go < | twat | (| Fendaz)ar| 
人 “gt b 到 
< rcodzl+| (| 7co ldz)dz 
ss | fewarl+| | Pita | es 
于 是 


bh pb 
max | f(z) |=| f(zo) [<a | fdrl+t| | fF (zx) | dz 


例 3. 93( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 设 f(a) ==0,f(z) 在 La,b] 上 的 导数 连 
续 , 求 证 : 


Da), | fl dr < el 1, #€ [Led] 


解析 应 用 拉 格 并 日 中 值 定理 , 3&€ (a,zx), 这 里 4 二 x 过 5, 使 得 
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Fz) 一 Fa) = fr—a)= | fr) | 过 MIz 一 a | 


这 里 M 一 max | f(z) | (由 于 | 了 (zx) | 在 [a,6] 上 连续 ,所 以 | 了 (zx) | 在 Le,o 上 
有 最 大 值 MD). 上 式 两 边 从 a 到 2” 积分 得 


| ep 1 aM Iz-aldz=M -odr=¥r -0 
一 六 MG 一 0)2 = Smax| f(z) |+ (6—a)’ 
即 
本 i flz) | dr < Fmax | f(z) | 


例 3.94( 莫 斯 科大 学 1977 年 竞赛 题 ) ” 设 限 数 f(x) 在 区 间 [La,b5] 上 连续 可 导 ， 
目 f(a) = f(b) = 0, 求 证 ， 


(bp—a):’ 
| Cn | dr < EF max | f(z) | 


解析 因 | (x) | 在 [a,6] 上 连续 ,应 用 最 值 定理 ,有 
max | f(z)|=M 
存在 . Vr 一 (a,p) , 则 有 


fz) = Fe) 十 Fo(z 一 a) = f(r—a) 
f(z) = f(0)+f (nzr—b) = f (D(z—b) 


这 里 & 沁 名 之 议 之 之 妨 于 是 有 
| f(z) | 寺 M(zr—a), | flz) | 过 MB 一 工 ) 
六 To CC (a,b), 则 


b 
| | 强硬 十 配 主 站 Fa 1dz 十 |. | Ry | ds 
<M|” gee (8 —2x)dx 
=M| 吉 一 (a+b)zo 二 记 (a? 十 刀 ) | C9 
二 一 (a 十 zo 十 序 (e 十 态 ), 则 ye 
广 (@ 十 细 ， 过 论 二 2 所 以 u( 2 ) 一 二 (一 a)? 为 的 最 小 值 . 


由 于 ( x ) 式 对 (a,5) 中 的 任意 x 党 成 立 , 取 zx 二 二 Ca 十 已 , 即 得 
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b 
| 7cp 1 ar<i6—oM=+(6—0) max | f C7) | 


例 3.95( 北 京 市 1990 年 竞赛 题 ) ” 设 函 数 f(x) 在 区 间 [La,o] 上 连续 , 且 对 于 
LEG[L0,1] 及 zz E [ao 满足 


Cr 


证 明 : 
/(3e)< a fdr < + 6) 
解析 今 x = 二 a 十 1:(b 一 a), 则 有 
| fondz 一 | fatib—a)) » (bp—a)di 
过 一 | [Lo ~1) f(a) + 6) |dz 
?a f(a) + f(b)) 
所 以 


1 1 . a , 
| (xX) dr 5 Cfo FB) 
右边 不 等 式 得 证 . 又 令 开 二 a 十 5 一 万 ,有 
b 2 及 
| Ka 一 | Fed 二 | 。 _ f(z)dz 
=|。 teto—wtet hs f(x)dxr 


-对 方 Fa 十 6 一 阅 十 十 F(z))dz 


>3) ,17( f (Fat6—z) t+)dz 

=2| ,7( “六 2)dz 加 一 (21G6 i 
所 以 

ya) fa Ff 2 “ 
左边 不 等 式 得 证 . 


例 3.96( 北 京 市 1990 年 竞赛 题 ) 设 Fz) 是 定义 在 区 间 [0,.1] 上 的 连续 函数 ， 
目 0 二 和 友和 甩 f(z) 过 M, 对 于 x € [0,1j], 证 明 ; 
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!' |] (m+ MD) 
(| rcodz)， (| PE zj 去 和 


解析 “由 于 (FEE — mm MM — Ff (2 二 0, 故 有 


fz) 
天 到 十 要 访 攻 mh 十 MM 
两 边 同时 积分 得 
| fedrtmM| 元 Fa 过 | mt Mdr = m+M 
又 
[fondart mM] sd 22 VA (| rod (| 7 
平方 后 得 到 


(| f(r)dr): (| a]< 


例 3.97( 北 京 市 1996 年 竞赛 题 ) 设 Fz) 是 区 间 [0,1] 上 的 连续 可 微 函 数 , 且 
当 zE (0,1) 时 ,0 之 六 (x) 之 1,f00) 三 0, 证 明 ， 


| Pendz > (| fwdr) >| flr)dr 
解析 利用 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 有 
(| rodzr) = (| ro idz) 
一 | PopDdr .| ldr ( 因 f(z) 半 1 
= | Fo 
从 而 左边 不 等 式 成 立 . 构造 
F(x) = (| fooa) 一 | fa 
则 FC0) = 0, 且 
F(z) =2| fd f(x) — fz) 


= 2] Fod — f(z)| 
.AB 


专题 3 一 元 函数 积分 学 


记 G(z) =2| fCDdr 一 六 (z), 则 GC0) =0, 且 


G(x) = 2f(7x) ~—2f(7) fF (zx) = 2f(7)(1 = f (7)) 
因为 0 过 了 (过 1;f(0) = 二 0=> 了 (z) 严格 增 二 f(z)> 了 00) = 二 0, 于 是 G(x2) 污 
0 二 G(x) 严格 增 坟 G(x) 请 G(0) = 0=>F (xz) 这 0, 从 而 F(x) 严格 增 坊 F(1) > 
] 2 l 
(| fodz) >| f(r)dr 


从 而 右边 不 等 式 得 证 . 
例 3. 98( 精 选 题 )” 设 f(x) 二 阶 可 导 , 了 (x) 三 0,s(z) 为 连续 函数 ,a 二 0, 求 
证 : 


工 | fegcr)dr > f(2| g(r)dz) 
解析 f(x) 在 x 二 xo 处 的 一 阶 泰勒 展 式 为 


f(x) = f(x0) tf xo) (x— x0) + (Or— xo) 
之 了 (3 十 f (zo) (x = Ee ) 


这 里 6 介 于 x 与 zxo 之 间 . 令 工 一 g&(O ,zo 一 工 | g(xz)dz, 则 


fg) 7(T) gcd) f(t sz)dz)(gco) 一 工 | go)dz) 
应 用 定 积 分 的 保 回 性 ,此 式 两 边 从 0 到 a 积分 得 
| Feco)d ar 人 (二 LT) gwdr)tf em 二 | gc)dr)(| god 一 | ecodz) 
= ef (led) / 
RR EE 


例 3. 99( 精 选 题 ) ” 设 函 数 fxz) 在 La, 十 se) 上 二 阶 可 导 ,Mi 二 0,M: 二 0, 且 
| rz 过 Mi ,| 了 (zx) | 过 NM ,求证 ;:VzeE [Le 十 co), 有 | 产 (z) | 委 2VMINM， 
解析 Vzxo Ela, 十 9) ,f(z) 在 x = 二 xo 处 的 一 阶 泰勒 展 式 为 


fx) = f(zxo) tf (xo) (x— wo 31f (Oz — 0)’ 


这 里 € 介 于 与 zo 之 间 ; 所 以 
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f(z0) = 一 一 [Fa) fz0)]— Ff (rz) 


| f(t) | 过 Cj Fe | 于 | Fm 1) 十 二 | | | 一 地 


i 
| 亚 一 Se | 


去 Mi 十 士 Mh 
h 2 


过 里 四 王 | 元 一 而 | 全 (有 一 二 ML 十 却 M2, 则 


gs (KW) 一 一 SM, + 二 0 


的 惟一 解 为 h 二 2 ,| ,又 因 g*(1n) 一 号 Mi 之 0, 所 以 g(h) 的 最 小 值 为 gho) 
= 忌 V MM; 6 于 是 


| 天 Eu be min( 大 M 十 过 Mo 一 2 /MI M， 


由 Wo € [as 十 .SSE 的 任意 性 即 得 YX EE La, 十 ce), 有 | f (zx) [和 2VMIM;. 
例 3. 100( 精 选 题 ) ” 设 f(x) 在 [0, 1] 上 2 阶 连续 可 导 ,f(0) = 二 0, f(1) ==0， 


] 
上 县 VzE (0,1) 有 (zx) 关 0, 求 证 :| AS 


解析 由 于 f(z) 在 (0,1) 上 连续 , 且 f(x) 关 0, 所 以 f(z) 在 (0,1) 上 不 变 号 ， 
不 妨 设 VzE (0,1) 有 f(x) 二 0. 应 用 最 值 定 理 , f(x) 在 [0,1] 上 有 最 大 值 , 设 


max f(x) = f(xo), Zoo E (0,1) 


dr 二 4. 


则 
1 F(a) ] l / 
| FR) led fl) | dz 


在 L0,zo 与 Lzo,1] 上 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 则 Ja€ (0,zo) 和 BE (zxo,1)， 
使 得 
Ke 一 让 0 = fF (xo AD Aro) = Ft 0) 
如 
rn) 


Tn ] 


Ftay = ms, Fd = 


于 是 
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F J ~o 0 
站 ep larz | ra = Ff ® 70 1= | 一 ea 


] To 


zoll aa -位 =z 7 之 和 CCzo) 
4 2 


代入 (*) 式 即 得 | 4 | dz 沪 4 


例 3. 101( 北 京 市 1993 年 竞赛 题 ) 求证 :2 二 | ewdr 二 2xet. 
解析 ”运用 e 的 马克 劳 林 级 数 ,有 
GP 二 = 1+ sinz + isin’ iy i 十 ，… 
由 于 n= 二 2k 十 1(k = 二 0,1,2,…) 时 ,有 
| sinepnzdz=0 
= 有 
2r 区 
| Sit = 4| a a 节 
因此 ,由 逐 项 积分 有 


sinx 加 x = 
| i 2r+ > i sinzdr 一 2 (1+ 2 ok) TOT ) 


(1 (CRI) | 


从 而 有 


得 证 . 
例 3. 102( 浙 江 省 2006 年 竞赛 题 ) ” 求 最 小 的 实数 C， 使 得 满足 | | Fr) | d= 
的 连续 函数 f(z) ,都 有 | f(z)dr 之 C 
解析 因为 
| wadz 和 | ywa1dz=| | fo 12d<2| 1Fold=? 
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又 取 (3) 三 (wn 十 1)wv, 则 有 


] ] 
| Fis ==| Cn Ts = 1 
0 0 


Lx Wz)dzr=2| sf A 2 Ci 
因此 已 三 2 
3.2.9 ”积分 等 式 的 证 明 ( 例 3. 103 一 3. 105 ) 


例 3. 103( 精 选 题 ) ” 设 f(x) 在 [a,6] 上 具有 连续 的 2 阶 导数 ,日 f (a) = 了 (2) 
二 0, 求 证: 了 和 E (a,b) ,使 得 


| 7copdz = fe DO a f° (8) 

解析 邻 FF(x) = | fa MW ey = Hp Fy = fF bd ph = 
f(z), 且 F(a) 二 0,F (4a) 二 (6) 二 0. 函数 F(x) 在 x = 二 a 处 的 2 阶 泰勒 展 式 为 

F(z) = F(a) +F’(a) (zx—a) Foe a) + (a— a 

= f(z—a) + af Era) 
这 里 名 介 于 4a 与 之 间 . 令 x 二 5 得 
| fdr = f(a (6+) Da) 01) 

这 里 4 过 色 过 6b. 也 数 F(x) 在 x = 二 6 处 的 2 阶 泰勒 展 式 为 


F(z) = FD) +F (Dz) + Db) + mb) 


= | fadr t+ f(r—b) + ef (mr—6) 
这 里 六 介 于 工 与 6 之 间 . 令 zx 二 a 得 
0= | fdr— f(DB—0)— fm ba) (2) 
这 里 a 二 记过 和 (1) 式 减 (2) 式 , 得 


b 
| f(x)dz = 5[f(a) + FCB) ] (WB—a) + 圳 [了 (&) fm = (WD 
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专题 3 一 元 函数 积分 学 


车 了 (名) = 了 (加 ), 则 和 = 名 或 6= 关 , 代 人 (3) 式 即 得 原 式 ; 若 了 (&2) 尖 
f (rm ,) ;由 于 了 (x) 在 La,b] 上 连续 ,由 最 值 定理 ,了 (x) 在 [a,6] 上 有 最 大 值 M 与 最 
小 值 m2， 则 


m< 3 (8)+f (pM 
再 应 用 介 值 定理 , 34 € (a,6) ,使 得 
f(8) = 3[7 (C8) +f (mp)] 
于 是 有 
| fC)ar = [f(a) 十 f(5) (6 一 a) 十 Ef (Oa) 


例 3. 104( 精 选 题 )” 设 限 数 f(x) 在 闭 区 间 La,5] 上 具有 连续 的 2 阶 导 数 , 求 
证 : 93&E€ (a,D) ,使 得 


p 
| f(x)dz = (6 一 a) 丰 (二 2) 十 


+ 2b — a fe) 


解析 ” 令 F(x) 二 | fC de, 而 Cd = Pend Wy = Fil) PRY = 


tad, HE Boy = 6 Fery w= 处 的 2 阶 泰勒 展 式 为 
ee = 
jr 于 
at) 


t+af(8) (zx— ze) (1) 


这 里 名 介 于 xz 与 < 广 ” 之 间 . 在 (1) 式 中 令 x 二 a, 得 


0 = F(2 3 ) 一 7( 人 2)2 2 十 二 产 (2 ?= 一 土产 (6) a 
(2) 


这 里 a 过 名 二 4 了. 在 (1) 式 中 令 上 < 一刀 得 


Jrevar = F(e$)+ (4) + (2 


"los 
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EE 1 (Db— a < 
43 (3 


这 


0 
2 


| fdr = 0%— (2 证 盐 址 一 a)’ 5[Lf (8) 十 CS) 


由 于 了 (xz) 在 La,b] 上 连续 ,由 最 值 定理 ,了 (x) 在 [&,&;] 上 有 最 大 值 M 与 最 小 值 
772 。 咱 | 


m< 38)+f (<M 
骨 应 用 介 值 定理 , 3 & € (&,&) C (a,b), 使 得 


(6 = Ff 8) 十 PCD 
于 是 有 


十 已 ] 3 (4 
让 a)3 f° (Ee) 


| far = (6b—a) f(s 
例 3.105( 全 国 大 学 生 2012 年 决赛 题 ) 


0y xy 一 er ? 
(1) 求解 微分 方程 dz 
y(0) = 1; 


(2) 如 果 y = 7(z) 为 上 述 方程 的 解 ,证 明 :lim| -一刀 一 7(z)dz 一 到 


es i 
解析 〈1) 这 是 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ,易于 求 得 解 为 y = e (过 程 从 上 略 ). 


(2) 对 函数 f(x) = er 在 区 间 [0,z](0 过 zz 过 1) 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 必 
3é€ (0,7x), 使 得 f(x) 一 f(0) = 了 (8)z, 即 


el1=2 z=>1<e =1+2e zr <1+2er 
于 是 
= 
12X2 十】 nn i Tie nr1 72xz2 十 ] 
应 用 定 积分 的 保 号 性 ,有 


! I 
| 二 一 1 让 er dz > | 二 了 FE 2 dz = arctannr| = arctann 
:3 
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| : 2 2enr 


本 dz<] (有 二 了 js 


] 
已 9 
一 arctannz | 十 一 ]n(] 十 72z2 ) 
0 ni 0 


二 arctann 十 ln(l 十 n*) 


由 于 
1 a 一 - 一 一 一 JE 
lim arctann = 7， lim (arctann 十 二 In(1 十 7 ) ) 2 十 0 7 
再 应 用 夹 通 准 则 ,得 
L 
i ee pa ft 
lim| 二 二 Te 一 lm|, -生计 Nn a “dr 2 


3.2.10 ”反常 积分 ( 例 3. 106 一 3. 114) 


例 3. 106( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) ” 设 
jm Et Carb) _ [ dz 


TO 工 2 zlnr)’ 
| e dt 
求 常 数 a,b. 
解析 原 式 左边 应 用 洛 必 达 法 则 ,有 
Te 
左边 = lim 一 -一 一 一 一 (由 此 可 得 a = 1) 


m0 2xexp(x’) 


ltD)UT2b) (+20)x— 2br’ 
工人 2 人 ] = 元 0 Sr 


= 一 地 (1 十 26) 十 0 = 一方 (1 十 26) 


原 式 右边 应 用 广义 N -L 公式 ,有 


于 是 一 去 (1 十 25) = 解 得 6 一 一 与, 即 < a 5 一 一 与 ， 


例 3. 107( 南 京 工业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) | /z= sd 


、 和 ee i Sr 
解析 ”方法 1 令 \/ 5 一 4， 则 z 一 2 一 了 zrdr 一 一 24 了 二 声 ' 故 
“i 
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四 十 Ex I | 1 | -| ] \ 
原 式 .= 2| 淮 革 二 大 二 2 ed 
= 0+2arctant| = 多 
2 
方法 2 原 式 一 | dr 人 Vr =i) (=O—zr), 则 z=2———; 
.a (BE) 到 1 
.2 1 
一 了 下 一 9 十 二 ' 牙 
四 ] 十 萎 1 | ] 
电 并 一 pry 21 Ei 人 “于 
一 一 人 人 ”一 | 二 = 0+2arctant| = Xx 
例 3. 108( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) re dz = , 


解析 方法 1 今 x 二 7, 则 


一 一 了 der 一 立 (各 | -中 ie ‘dt ) 
= 3 de = 一 3 人 (六 -| C ‘dt |=— 3e 3 


方法 2 令 产 = 4, 则 原 式 = 去 | Be-dt. 令 


0 


后 E “和 三 交 “(a + bt dt-e)+e 


两 边 求 导 得 
te" 二 @ ‘| 一 at* 半 (3a4 一 bt (26— d)t+ dO— ej 
比较 两 边 t 的 同 次 宽 的 系数 得 a 二 一 1,6b 二 一 3,d 二 一 6,e 二 一 6, 于 是 


| 78 -区 妆 二 -本 A 二 。 Pe 
原 式 一 志 。 EE Bt = Re 


©e 他 
例 3. 109( 英 斯 科 矿 业 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ” 求 反 常 积 分 
十 c< ] 
| Cl 
解析 令 z 一 一 , 则 
| de | Sn 
0 (1 十 x:)(l1 十 x) 0 (] 二 友 7(1 十 如 ) 
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| CI 中 
于 是 
= 村 | l= 一 二 | 1 
! do EY ry 2 0 二 
= yealin 1 
2 U 4 


例 3. 110( 全 国 大 学 生 2009 年 预赛 题 ) 求 z>1 一 时 与 > wr 等 价 的 无 穷 大 量 . 


1 一 人 


解析 当 0 一 工 二 1 时 ,考察 | ”x dt, 由 于 


| = > | dr Da dz 一 5 7” 


天 一 以 如 p=() 
+ a ni] 0) : 六 让] 2» i | 7 = ’) Se 办 
[a fm ( L Pp 小 R 和 p= 
Tt = 3 ET 3 "df= ee 一 > jo Es >》 六 一 
0 = pd 3 1 Ey = 
n= 人 0 n='0 =] n=0 


?=—() 


所 以 
| za < PE <1+| zd (类 ) 
应 用 积分 公式 | edu 一 ,可 得 


| i =| an 


一 辣 ce du 一 Vx 
v— lnzvo V— Inz < 


由 于 x 一 1 一 时 ,一 lnr 二 一 ln(1 十 x 一 1) ~ 一 (x 一 1) = 二 1 一 z+, 所 以 + 一 1 一 时 
| = EE = 


由 ( * ) 式 即 得 : 当 一 1 一 时 ,与 x* 等 价 的 无 穷 大 量 为 应/ 一 . 


六 一 


例 3. 111( 浙 江 省 2005 年 竞赛 题 ) 设 f(zx) 在 [一 1,1] 上 2 阶 导数 连续 ,求证 : 
仔 在 5E (一 1,1) ,使 得 


| 2f (dz = #3[2f (0) 十 5F (0)] (1) 
解析 令 F(x)= xf(z),; 则 F(x) 在 [一 1,1] 上 2 阶 导数 连续 ,和 F(0) =0， 
F (0) = f(0) ,F(z) = 2 了 (x) 十 x 了 六 (x) ,于 是 要 证 明 (1) 式 ,等 价 于 证 明 存 在 tE€ 


“ lb7 “ 
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(一 1,1)s 使 得 
|_FCn)dz 一 到 到 (区 (2) 


下 面 用 两 种 方法 证 明 (2) 式 . 
方法 1 (1) 设 常数 上 满足 | F(z)dz = 1(0) 十 Ek 今 


CY = | FO)dz a 记 f(O)2 i Er 亲近 > 巡 败 
0 


则 G(x) = F(x) — f(z—3h’ ,GG x) = F(x)— £0)— kr (x) = F (2) 


l 
一 k, 因 G(0) =0,G(1) =| F(z)dz 一 亡 /(0) 一 二 一 0, 应 用 罗 尔 定理 , 3& E (0， 


1) ,使 得 G (8&1) = 0; 又 因 G (0) = F(0) = 0, 应 用 罗 尔 定理 , 3& € (0,&), 使 得 
Ge) 一 0; 又 因 区 (0) = FC0) 一 fF(0) == 了 (00) 一 0) 一 0, 应 用 罗 尔 定理 ， 
3 €E(0,&), 使 得 GC(&) 一 0, 即 三 下 (名 ). 于 是 


1 
| psa = 六 70) 十 EFC&) (3) 
(2) 设 常数 工 满足 | FCz)dz 一 一 二 /0) 十 二 L. 令 
( 
HY = | FOr)dr+t 广 f(z 十 二 (一 过 二 本 国 


WH tr) =— Pore) fOr SL "Hr =—F (rx) + F007+ lerH (x) = 


(十 国生 (0 克 二 所 一 1 二 | a | ;fC0) -二 L= 应 用 曼 尔 


定理 , 3m € (一 1,0), 使 得 及 (mn) 二 0; 又 因 H'(0) od 0 应 用 罗 尔 定理 ， 
3m € (六 ,0) ,使 得 再 (mm) ==0; 又 因 HH(0) = 一 F(0) 十 f(0) = 一 了 (0) 十 1(0) 


as 上 lr 
| F(z)dzr = 一 方 f(0) 十 去 FYGp) (4) 
将 (3) 和 (4) 两 式 相 加 得 
z 
|_FCr)dr = EC(F() + FC)) (5) 


(3) 因为 了 (x) 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 连续 ,所 以 F(x) 在 闭 区 间 [ 一 1,1] 上 连 
续 . 应 用 最 值 定 理 , 记 二 minF (x) :二 = maxF (zx) , 则 m5F (+F (Cp)) 
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过 M, 故 应 用 介 值 定 理 , 了 5E (一 1,1) ,使 得 (6) 二 坟 (F"(&) 十 F*(mw)), 于 是 有 


] 
ECF'(&) +F'(m)) = SF 成 立 , 代 入 (5) 式 得 | _FCz)dr = 于 及 (多 , 即 (2) 


a 
连续 ， 应 用 马克 劳 林 公 N 式 ， es n(x) 使 得 


F(z) = F(0) +F' (Oz+F (NI) = f(r+ TF Nr) 
其 中 x(x) 介 于 0 与 xz 之 间 . 于 是 
| Fopdr=| Fozdz+ 了 | Fr) rdr = Fr)) rdr (6) 
应 用 最 值 定理 , 记 m = minF (Z)， M 一 maxF (zx) ,由 则 妈 受 FFC7Cz)) 过 M, 即 


1 


] 5 a 2 
二 77 s(x) 过 了 Mrz 


2 


40 2 二 了 | 2 村 二 疡 | 2 
;| meidr <3| FONZ)) zdz | Mrzsdz 


Bl mm < 3| F (yx))x*dx 二 M. 应 用 介 值 定 理 , 3t € (一 1,1)， 使 得 F(O = 
2 2 下 二 ze 
3| FOXz)) zdr, 即 让 | FCN)) dz 一 3F (0, 人 代入 (6) 式 得 | _FCz)dz 


Ee F(t) ,Bh(2) 式 成 立 . 
例 3. 112( 精 选 题 ) 设 和 ER, 求证 : 


| 


: ] fi I ,= 
| ] rane | ] Cotp 4 
解析  ” 作 广 闵 换 元 积分 变换 , 令 tanz = 7, 则 


EE 有 = es 
1 = |， 更 可 FS 0 er 


今 cotz 二 1; 则 


_[ 1 = on 
n=|. es Ut 


i 
= |， Tay 
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= = 4 a 
| i [2) 2 0 二 和 2 Ja 二 
] ] 
2 


了 之 2 ( tanr )’ 
上 ep 1 | ;es Ctanzyi 
= 了 | 1 十 (tanzr)” | _ 殉 
2 1 十 本 rt 4 
例 3.113( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ” 设 f(7x) 在 (一 
有 界 函 数 ， | f(z) 一 了 (x) | 委 1 求证 


, 十 <) 上 是 导数 连续 的 
| ERY le ls bo ua), 
.解析 方法 1 Yr 多 R, 有 
[a fxr) = ee [f(a) = A(z)) 
= | [evf(tz}y | dr = e flr) | =—@f(x) 
EE | ed PUY = FY li 
3 ee | F629 <| er | f(x)— fx) | dz<| 0 dE 
即 | Fx》 | 迄 1 


r 


方法 2 邻 F(x) =e [f(zx) 十 11, 由 题 意 一 1 


F(x) 一 f(z) 声 1, 所 以 
F(x)=e [f(zx)— f(r)—1|<0 
因而 F(x) 单调 减 , 故 


R(T im Rwy = lr 《xz) + 1 


3 一 友 

Pa e 
而 e” 字 0 故 泊 zx 十 1 之 0 即 f(x) 守 一 1. 
今 G(r) 三 € [f(z) 一 1]; 由 题 意 一 1 过 了 (xz) 一 了 f(x) 声 1, 所 以 


G(x)=e€e [ 广 (z) 一 Frz) 十 1]] 三 0 


因而 G(x) 单调 增 , 故 


Gad lm Gt) = itn 大 2 一 -= 
ex | [ 几 
而 € ” 守 0, 故 f(z) 一 1 和 志 0, 基 Fe) 过] 


例 3. 114( 北 京 市 1992 年 竞赛 题 ) 求 反常 积分 | 
解析 化 为 二 次 积分 并 交换 积分 次 厅 , 有 
原 式 二 | (| zydy】 dw == | (| > "dzjdy=| 


了 
sh i 
a 二 1 


b > 0). 
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练习 题 三 


nr = 0 = Fz 

2 设 (si) 二 3605-X 一 2tan’, 求 f(x). 
3 设 fz) 的 一 个 原 函 数 为 Snz , 求 |zF(z)dz 
4. 求 下 列 不 定 积 分 : 


(1) 


] 
= C2) | ; 
rm +x 工 ( 工 一 了) 
] 区 全 
(3) I 十 ln(lnz) |dz; (4) | dz; 
V 2 


lnx 


ee 
(5) | ian'zdz; (6) | Eyes 
GCOS 
(7) | etanz dr (8 | = 
虹 下 区 放 1 一 二 


(9) | -azeosz dx; (10) |max{z, ,7 }dz. 


SINX + COSX 


5. 设 f(x) 在 | 0, 皇 | 上 连续 ,满足 f(z) Es zzsinr 十 | fridzrs 求 F(T 
6. 求 下 列 极 限 : 


k 人 k 
DW lm (> 0): 


(2) lim TD 一， 


. ， 2X .NA 

sin 区 Sly 本 na SIN 一 

ni 7 | n 

《 志 lim 站 人 —— ] i ] 
本 72 十 二 7 十 一 

2 7 


7. 设 f(z) 在 [a, 杂 上 连续 , 且 | f(x)dz = 0, 证 明 :存在 s€ (a,5) ,使 得 
下 并 1 一 秀 鼎 坊 
8. 求 | Sinenz dxr, 其 中 1 全 N. 


0) sinx 
9. 求 下 列 定 积分 : 
b 3 
(1) | |i 二 人 | maxtzvzsmjdzi 


SS | VS SCdr (4) | nd + tanz) dz 
0 [| 
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(5) | cos(nz)dz; (6) | 1 -sin’ xdx; 
Sn ] 
EE | 站 1 六 (sinz + cosT) di 


下 有 
z| fC -Dd 
11. 设 函数 y 二 y(z) 由 方程 工 一 | sin (下 1)di 所 确定 , 求 科 | 
12. 设 函 数 f(x) 在 区 间 La,5] 上 连续 ,证 明 : 
?| Fa(| fewa)dr= (| fradr) 
13. 设 f(z) 在 Le,oj 上 有 连续 的 2 阶 导数 , 且 有 f(a) = f(b) 二 0, 证 明 : 


| fC)dr = 二 | (xz—a)(r—o fF (rdr 


10. 设 函 数 f(x) 连续 ,上 且 f(0) 疾 0, 求 lim 


14. 设 函 数 f(x) 在 区 间 L0,1] 上 有 连续 的 2 阶 导 数 , 且 有 (0) = 了 (1), 证 


1 
| fidz ee: 3[f(0) 十 f(1)] + 78 


15. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [La,b] 上 有 连续 的 2 阶 导数 , 且 有 (a) = 了 (6) ,证 
明 ; EE€ (a,b) ,使 得 


| fdz 一 [f(a) 十 jp) (一 a) + (Oba) 
16. 设 f(x) 在 [a,5b] 上 有 连续 的 2 阶 导数 ,证 明 : 3& € (a,6b) ,使 得 
| fdr = 3[f@ + fb— 0 — Sf ba) 


17. 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 :(| f(z)dr) 过 | /x)dx. ( 注 :不 能 用 已 
知 的 公式 ) 

18. 设 FGz) 在 La,pj(a 之 0) 上 连续 , 且 f(x) 宇 0, 车 对 于 La,6b5] 上 任何 一 点 都 
肖 成 动 < | /Cd 求证 : YE Eo 
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专题 4 多 元 天 数位 分 学 
4. 1 ”基本 概念 与 内 容 提要 


4.1.1 二 元 函数 的 极限 与 连续 性 

1) 二 元 曙 数 极限 的 定义 

设 二 元 函数 f(r,y) 在 (a,6) 的 某 去 心 邻 域 U 内 有 定义 , 若 Ye 二 0, 38 二 0, 当 
(一 Q 六 中 (vy 一 0)* 之 辣 时 和 但 有 


Am —A | 


则 称 


limf Gxyy) = 六 


2) 在 二 元 函数 极限 的 定义 中 , 动 点 (zx,y) 在 (a,5) 的 邻近 以 任意 路 径 趋 向 于 点 
(a.b) 时 ,函数 值 f(z,y) 与 固定 常数 A 需 任 意 地 接近 . 这 些 任 意 路 径 是 不 可 能 一 一 
取 到 的 . 若 取 两 条 不 同 的 路 径 让 (Cz,y) > (a,) ,而 f(z,y) 取 不 同 的 极限 , 则 可 推 
知 :Czyy) ~ (ab) 时 f(z,y) 的 极限 不 存在 . 

通常 求 二 元 函数 极限 的 方法 如 下 :(1) 利用 定义 求 极限 ;(2) 在 (z,y) 一 (0,0) 
时 化 为 极 坐标 求 极 限 , 即 (z,y) 一 (0,0)SSp 一 0;(3) 化 为 一 元 肾 数 的 极限 ;(4) 利 
用 无 穷 小 量 乘 以 有 界 变 量 仍 为 无 穷 小 量 ;(5) 利用 严 通 准则 求 极 限 . 

3) 二 元 函数 的 连续 性 :车 

limf (zx,y) = f(a,b) 
则 称 f(z,y) 在 (4a,5) 内 连续 . 

定理 。 多 元 初等 函数 在 其 定义 域 上 每 一 点 和 缘 连 续 . 

4) 有 界 闭 域 上 的 连续 函数 的 性 质 : 若 f(x,y) 在 有 界 闭 域 D 上 连续 , 则 f(x,y) 
在 DD 上 为 有 界 也 数 ,f(x,y) 在 D 上 取 到 最 大 值 与 最 小 值 . 

4. 1.2 偏 导数 与 全 微分 


|) 偏 导 数 的 定义 


dai 加 . _ 
of a i i fa 十 Lo 一 cso) _ f(b) 一 了 
OI (db) 上 | | | Er 
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of _ Af wy Fasdtt i — Flash) _ i 23) — ft sb 
Oy (a.b) fh (a 'b) lim | | Vy 一 pb 
这 两 式 右 端 的 极限 存在 , 称 f 在 (a,b) 处 可 偏 导 . 
of = f 00,0) = lim LO — £0,0) i 0) 
OX | (0,0) Ee 品 -=0 | eg 
def E _ - ~ 3 
下 过 fg C0, 0 lim = fo 的 lim f (0,Yy) Ls 


这 两 式 右 端的 极限 存在 , 称 f 在 (0,0) 处 可 偏 导 . 
2) flxsyy) 在 (a,5) 处 可 偏 导 时 ,f(x,y) 在 (4a,65) 处 不 一 定 连 续 . 
3) 偏 导 数 的 几何 意义 


当 /在 (aw6) 处 对 可 偏 导 时 , 扩 (a,b) 表示 曲线 | 一 人 "在 (a,b) 的 切 
线 对 工 轴 的 斜率 ; 

当 在 (a,6) 处 对 y 可 偏 导 时 ,万 (Ca:0) 表示 曲线 人 a 的 切 
线 对 y 轴 的 斜率 . 


4) 全 微分 的 定义 : 符 f(z,y) 在 (a,b) 的 全 增 量 Af(zx,y) 可 写 为 
Af zz = flat Arb Ay)— f(asb) = AAz BAy + ol(p) (1) 

这 里 6p 二 V (Azr) 十 CAy)  , 则 称 f(z,y) 在 (a,b) 处 可 微 . 

当 f(z,y) 在 (a,8) 处 可 微 时 , f(x,y) 在 (a,5) 处 必 可 偏 导 , 且 (1) 式 中 A = 
{mb}, B= p tea, 

当 f(x,y) 在 (a ,pb) 处 可 微 时 , f(x,y) 在 (a ,0 六) 处 必 和 连续 ， 

当 F(x,y) :BE (zx,y) 在 (a,b) 处 连续 时 , f(r,y) 在 (a,8) 处 必 可 微 ( 此 时 称 f 
在 (a,b) 处 连续 可 微 ). 

当 f(xz,y) 在 (a,5) 处 可 微 时 , 称 


def 
df(x,y) a f(abdrt ff (abdy (2) 
为 f(z,y) 在 (a,b) 处 的 全 微分 ; 当 f(r,y) 在 (x,y) 处 可 微 时 , 称 


def 
df(xiy) = Fr, ydzr lr, Wdy (3) 


为 fry 的 全 微分 . 
由 于 多 元 初等 隐 数 的 偏 导 数 仍 是 多 元 初等 函数 ,所 以 多 元 初等 函数 在 其 可 偏 
导 处 必 偏 导数 连续 ,因而 必 可 微 ,其 全 微分 公式 (2) 与 (3) 可 直接 使 用 . 


4.1.3 多 元 复合 函数 与 隐 范 数 的 偏 导 数 


1) 多 元 复合 函数 的 链 锁 法 则 
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定理 1 设 z 二 了 (u,v) 在 (u,v) 处 可 微 ,ux 二 pl(z,y),v 二 yy(x,y) 在 (zx,y) 处 
可 偏 导 , 则 z(x,y) 一 f(op(r,y) pr, y)) 在 (xz,，y) 处 可 偏 导 , 且 有 
2 
er 


QAOf ， AF ,, ” / / / 
(X,Yy) 一 afp C(x»Y) + a (zy) = pr 二 fz* 


i a ee 
By (7 sY) SR (Xs) Tob (a yr A Oy 四 y 


SY 


由 于 多 元 复合 限 数 的 情况 很 多 ,下 面 再 列举 几 个 求 偏 导 数 的 链 锁 法 则 ,其 可 偏 
导 的 条 件 略 去 . 


“1 大 = ZT Y) = fxs yu y) = DZ，y) Y = y(z,y), 则 

EAC 
Sz WD)=f tf Wtf =f+tf m+tf 

(2 着 名 三 (= 由 区 盐 所. 宝 DPCZ) 0 一 CCZz), 则 

Lz 一 天 十 天 及 十 并 WEA+R GHA Y 

这 里 左 端的 导数 称 为 全 导数 . 

2) 隐 遇 数 的 俩 导数 

定理 2( 隐 函数 存在 定理 [) ”假设 F(z,y) 在 (a,b) 的 某 邻 域内 连续 可 微 , 且 
三 0,F’,(a,6) 了 关 0, 则 存在 xz = a 的 邻 域 U 和 惟一 的 图 数 > = 二 f(x)(zr E€ 
U) ,使 得 

b= fla)s VEE UU: BFlr f(a) = 
这 里 f(z) 在 王 三 & 处 可 学 ,县 
是 (Q&yD) 


f(a) 一 一 天 一 一 


下 (a ,Db) 


定理 3( 隐 函数 存在 定理 [) 假设 FGz,y,z) 在 (a,b,c) 的 某 邻 域内 连续 可 
微 , 且 F(asbse) es 0O,F (gp,c) = 0， 则 存在 (a,5) 的 邻 域 U 和 惟一 的 函数 = 
f(ryy)((x,y) EU) ,使 得 


c= flasb)s, V(xsy) EU, Flrrysflrsy)) =©0 
这 里 f(x,y) 在 (wo) 处 可 仿 导 , 且 


5 F (a sse) J F (a,b,c) 
元 (a,b) = F Cm bey . 时 《Et = 一 和 
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4. 1.4 ”高 阶 偏 导数 
] 咽 数 Fo 的 俩 导数 f(x,y) "CEs 一 般 还 是 Tsy 的 因数 , 知 f(x, 
万 (zy) 可 偏 导 时 ,有 四 个 二 阶 偏 导数 : 


人 yp [4 DO Ey J 
9 Es 区 2 一 
= 《a y BOy fs, (2 y) 


a 如 Few 
Dyez 办 这 环流 ] 9 Av? Fs sy 


be 


对 二 阶 偶 导 数 继续 求 俩 导数 , 即 得 三 阶 及 三 阶 以 上 的 俩 导数 . 二 阶 及 二 阶 以 上 
俩 导数 统称 高 阶 偏 导 数 . 

2) 两 个 混合 二 阶 偏 导数 丸 Cz,y), 天 (zy) 不 一 定 相等 ,但 当 屎 (zyy) 与 
有 友 (zy) 在 (z,y) 处 连续 时 它们 一 定 相等 , 即 太 (z,y) = f(x,y). 

3) 由 于 多 元 初等 国 数 的 两 个 二 阶 混 合 偏 导 数 仍 是 多 元 初等 函数 ,所 以 多 元 初 
等 苑 数 在 其 二 阶 偏 导 处 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 必 连 续 , 因 此 一 定 相 等 . 

4.1.5 二 元 函数 的 极 值 

1) 可 偏 导 的 二 元 函数 f(z,y) 在 (a,b) 取 极 值 的 必要 条 件 是 

Au =0, Fta 0 


称 点 (ae,p) 为 f(x,y) 的 驻 点 . 
2) 二 元 函数 取 极 值 的 充分 条 件 
六 f(x,y) 在 (a ,b) 处 二 阶 偏 导 了 清 数 连续 , (a ,6b) 是 a 的 驻 点 , 令 


A= fu(a,b), B= f(a.b), C= f(a,b) 

(1) 当 A= 二 BB 一 AC 过 0,A 态 0 时 , f(a;b) 为 极 小 值 ; 

(2) 当 A= 博 一 AC 二 0,A 二 0 时 ,f(a,B) 为 极 大 值 ; 

(3) 当 A 二 一 AC >0 时 ,f(a,b) 不 是 了 的 极 值 . 

4. 1.6 条 件 极 值 

1) 求 函数 z= 二 f(x,y) 满足 约束 方程 g(x,y) == 0 的 极 值 , 称 为 条 件 极 值 . 解决 
此 问题 有 两 种 方法 ,一 是 由 PCzyy) 二 0 解 出 y= 二 y(z)( 或 z= zx(y)) 代入 函数 
f(x,y) 得 到 一 元 项 数 x(z) 二 f(x,y(7z)), 利 用 一 元 函数 求 极 值 的 方法 解决 ;二 是 
利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 ,其 步骤 如 下 . 

(1) 作 拉 格 时 日 函数 : 今 

F(zsysA) = f(xy) Ap ry) 
(2) 求 拉 格 朗 日 函数 的 驻 点 :由 方程 组 
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[|B = fF (ry) + Nm (zsy) = 0， 
le = OZ y) 一 0 


解 得 驻 点 (a ,DD ,Ao ). 

(3) 如 果 原 问题 存在 条 件 极 大 值 ( 或 条 件 极 小 值 ), 而 上 述 求 得 的 拉 格 朗 日 函 
数 下 的 驻 点 是 惟一 的 , 则 f(a,65) 即 为 所 求 的 条 件 极 大 值 (或 条 件 极 小 值 ); 如 果 原 
问题 既 有 条 件 极 大 值 又 有 条 件 极 小 值 ,而 上 述 求 得 的 拉 格 朗 日 函数 的 驻 点 有 两 个 ， 
即 (e oa), (azyps Ah), 则 max( fCai oa ,bs)} 即 为 所 求 的 条 件 极 大 值 ,而 
min{ f(a ,bi ) »/ (as ,D> ) ) 即 为 所 求 的 条 件 极 小 值 . 

2) 求 函 数 x = f(x,y,z) 满足 约束 方程 g(x,y,z) 二 0 的 极 值 , 称 为 条 件 极 值 . 
解决 此 问题 最 好 直接 利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 .其 步骤 如 下 : 

(1) 作 拉 格 朗 日 函数 : 令 


tly sy = fry Ys 二 Ap (X,Y ,2) 
(2) 求 拉 格 朗 日 函数 的 驻 点 :由 方程 组 
F er fF (Ly) + Xp, (元 7 人 二 = Ys 
已 一 (sr) 十 和 py (zs y+:2) 二 0， 
F' = f(xyy,z) Ap (x, ys2) 二 办， 
By = P(X YT) 二 0 
解 得 驻 点 (a,b,c ,No). 
(3) 对 于 函数 值 f(a,5,c) 进行 与 上 述 f(a,6) 完全 相同 的 说 明 . 
3) 求 函 数 x = f(x,y,z) 满足 两 个 约束 方程 g(x,y,z) 一 0 与 Wzyysz) 王 0 


的 极 值 , 称 为 条 件 极 什 . 解决 此 问题 有 两 种 方法 ,一 是 由 | > 2) 一 0 解 出 > 一 

y(Cz),z 一 z(z), 代 人 力 数 FGCzyy,z) 得 到 一 元 项 数 xCz) == f(z,y(X),z(z)), 利 用 

一 元 函数 求 极 值 的 方法 解决 ;二 是 利用 拉 格 明日 乘 数 法 ,其 步骤 如 下 : 
(1) 作 拉 格 朗 日 消 数 : 令 


F(z yz AAA) = Fm 十 Xp(Z yz) + pup(x, yz) 
(2) 求 拉 格 朗 日 函数 的 驻 点 :由 方程 组 
机 = f(y + eb Cerys + py (x, yz) = 0 
1 二 和 十 Xp (xy yz) + py (Czyyyz) 一 0， 
1 及 ~ f(x,y,z) 二 No, (zs ys2) + py (rz, yz) 二 0， 
一 一 p(T»Y ,TZ) 一 一 0， 
F =ryz)=0 
解 得 驻 点 (a,b,c，,ANo ;140 )， 
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(3) 对 于 函数 值 f(a,b,c) 进行 与 上 述 f(a,b) 完全 相同 的 说 明 . 

4. 1.7 多 元 函数 的 最 值 

设 晒 数 态 二 元 图 数 或 三 元 盟 数 ) 在 有 界 闭 域 G 上 连续 ,应 用 最 值 定理 ,ff 在 G 
上 存在 最 大 值 与 最 小 值 . 由 于 使 晒 数 f 取得 最 值 的 点 只 可 能 是 fF 在 G 的 内 部 的 驻 
点 .或 在 G 的 边界 上 拉 格 明日 函数 的 驻 点 .或 是 G 的 边界 上 的 端点 , 求 出 函数 f 在 
上 述 所 有 点 的 函数 值 , 比 较 它 们 的 大 小 ,其 中 最 大 者 为 函数 f 在 G 上 的 最 大 值 ,其 


中 最 小 者 为 函数 了 在 G 上 的 最 小 值 ( 对 上 述 这 些 点 的 函数 值 ,无 须 逐 一 讨论 取 极 大 
还 是 取 极 小 或 者 不 是 极 值 ). 


4.2 竞赛 题 与 精 选 题 解析 


4.2.1 求 二 元 函数 的 极限 ( 例 4. 1 一 4. 2) 


例 4. 1( 江 苏 2000 年 竞赛 题 ) Ee C9 
A. 等 于 1 B. 等 于 0 C. 等 于 一 1 D. 不 存在 
解析 ”由 于 
Jim sme) = jr bu 0 
WE i 工 -= 人 公元 
Tim SI 二 十 功 Ti Pe SInZ) _ | 本 Zr — SIinx 本 
TY I*0 SINZT T 人 sy 


所 以 铂 y 二 一 Xz 与 沿 y 王 工 一 sinz 让 (x,y) 一 (0,0) 时 极限 不 同 , 因 此 原 式 极 限 不 
存在 . 故 选 D. 
例 4. 2( 精 选 题 ) ” 设 F(z,y) = J z: 《1) 当 (x,y) 沿 过 原点 的 任 一 直线 趋 
向 于 (0,0) 时 , 求 f(x,y) 的 极限 ;(2) 求证 ; (x， y) 一 (0,0) 时 f(z,y) 的 极限 不 存在 . 
解析 (1) 沿 着 y 轴 ,y 一 0 时 


limf Cm yy = jm = 
Z 一 0 y -人 于 
y*0 


沿 着 y = 太 (R 尖 0)， (zyy)-> (0,0) 时 


mW 二 = lim 一 一 一 
eg by 2 Xx 十 k*r a 十 大 


工 一 > 站 
泊 着 工 轴 ,XT 一 0 时 
limf(x,y) = lim— =0 
和 se 1 RS A 
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所 以 (x,y) 沿 着 过 厚 点 的 任意 直线 趋向 于 (0.,0) 时 f(x,y) 一 0. 
(2) 沿 着 抛物 线 y = x:, (x,y) 一 > (0,0) 时 
r! ] 
mf hi, y) 一 lim 3 站 站 


去 二 一 
E: 


所 以 (z,y) 一 (0,0) 时 f(z,y) 的 极限 不 存在 . 
4.2.2 二 元 水 数 的 连续 性 、 可 偏 导 性 与 可 微 性 ( 例 4. 3 一 4. 9) 


例 4.3( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 车 六 | ,和 六 | ,都 存在 , 则 f(z,y) 


在 (xo ,Yo) ( ) 
A. 极限 存在 但 不 一 定 连续 B. 极限 存在 有 旦 连续 
C. 沿 任意 方 回 的 方 回 导数 存在 D. 极限 不 一 定 存在 ,也 不 一 定 连续 
解析 应 用 二 元 果 数 在 某 点 极限 存在 与 可 偶 导 之 间 无 因果 关系 的 结论 ,A,B 
和 崩 钳 . C 显 见 是 销 的 , 故 选 D. 
例 4.4( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 设 


Vr Fy 二 = 站 旦 。， (i 双关; 
f(xsy) 一 xX Ty 
\0， (zy) = (0,0) 
试 讨论 f(x,y) 在 (0,0) 处 的 连续 性 、 可 偏 导 性 、 可 微 性 . 
解析 ”由 于 
nyt zy) = lim(VT TR 二 下 zj= 
Dg y) 看 去 = ~ fo, 0) ,于 是 f(x,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 
和 fs es -0, 0) lim mz | 与 lim n GOs a 《0, 0) 一 > = lim 2 y | 缘 


不 存在 , 故 f(x,y) 在 Peg 0) 处 不 可 偏 导 
由 于 连续 性 与 可 人 篇 导 性 丝 是 可 微 性 的 必要 条 件 , 故 f(z,y) 在 (0,0) 处 不 可 微 . 

例 4.5( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 

1 


(Xsy) = (0,0) 9 


yarctan 


flrx, y) = A +y 
Qs (X,Yy) = (OsQ» 
试 讨论 f(x,y) 在 点 (0， 的 连续 性 、 可 人 篇 扣 性 与 可 微 性 . 
解析 因 arctan 一 一 一 一 有 界 , 所 以 
limf(x,y) = limyarctan ” 三 f(0,0) 
>) ”0) 这 和 + 


ye 人 ”1 
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故 FCz,y) 在 (0,0) 处 连续 . 因为 
fF (0,0) = lim E00 lim 过 2 


一 limarctan SS 
Y y-*0 | | 2 


YU 


所 以 f(x,y) 在 (0,0) 处 可 偏 导 ， 
下 面 考虑 可 微 性 . 令 


Af(0,0) = f(z3y) — F6010) = f (0,0)z+ fC0,0) y+ 
则 p= 二 Vz 十 y 一 0 十 时 


人 和 
人 (| 
所 以 w 二 ol(p),- 故 f(z,y) 在 (0,0) 处 可 微 . 

例 4.6( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 设 


一 
flzr,y) -全 Fy 
0 ， (X,Yy) = (0.,0) 
证 明 f(x,y) 在 (0,0) 处 可 微 , 并 求 df(x,y)|，，. 
解析 根据 题 意 可 得 
f’ (0,0) 一 lim FE — O00 一 lim ztagz 一 ] 


工 -人 0 Kr 


<1) 


tan( ZX +y Rs 《天 yy s (CQO. 


及 (0,0) = lim Po 00) jim — Yany 一 一 1 
ee 


y 9 
今 
fz,sy) = f(0,0)+ fC(0,0)z+t fr (0,0)y++w 
= 工 一 yy 十 ww 
因 
SH 站 ftano 
lie 
0 my O 
所 以 了 在 (0,0) 处 可 微 , 且 df(x,y)| ,== dz 一 dy. 
例 4. 7( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 已 知 z 一 w, 且 zx 二 ercosv,y 一 ersin, 求 于 
和 和. 


解析 由 工 王 ecoso y 二 e*sinv 解 得 
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i a i 
u 7 n(x yy), ov arctan ~ 


于 是 = ‘= Fln(z’ 十 yy)arctan ,因此 


-i 0 .ee 
3 2 二 7 n(x 十 于 pe 


二 一 pe 二 + 站 ) 二 

例 4.8( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) ”函数 二 zy 刍 在 点 (1,2, 一 1) 处 沿 曲面 xx? 
十 y 二 5 的 外 法 向 的 方向 导数 为 , 

解析 已 知 正 王 好 十 光一 5 一 2(0zy0) ,点 PCIL,2, 一 1), 故 曲面 在 点 忆 的 


ee 
外 法 向 的 方向 祭 吃 为 cosa 一 记 ，cosp 人 0. 又 因 


WP 一 一 一 4 
C2 ly 
wy (PY = ay 一 一 4 
由 GE 
uP) = 3ry’: = 
(1,2,—1) 
于 是 
2 一 WP u.(P)cosy 
4 8 
二 一 二 一 二 十 让 = 一 二 V5 
将 汕 


例 4. 9( 全 国 大 学 生 2015 年 决赛 题 ) 1(j = 二 1,2,"…,n) 是 平面 上 点 Po 处 
的 n(n 之 2) 个 方向 向 量 , 相 邻 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 为 冬 , 若 函数 f(z,y) 在 点 P。 有 


一 一 


连续 的 偏 导数 ,证 明 ， > ee 
解析 设 


B = (cos(a tj 2E), sin(atj TE)) (a€ [om 一 12 


则 
a i sin(etj 2)) 
一 引 “ Deos(et 入 二 a “Dsin(e tj S| 


“ I s 
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Ee 2 3 (cosa 。 cos 1 2) sina » sin ( | 


= 2 。 (cosa 。 Deos(i SE )— sina Dsin(j 至 )) 
1 
由 于 


De) 


] _ 


2sin 一 =! 
7 
加 ] 有 T si -区 
gs . (sin(2a 二 1} 一 sinE) 
2sin 一 ” 
a ] 。 (sin 亚 一 sn 亚 j=0 
2sin 一 四 


> sin(7 所 ] 一 ] sn 人 js sin 一 


7 三 ] 下 sin 工 
7 
__1 (cos(2j 一 1) 亚 一 cos(27 十 1) 亚 ) 
2sin =] " E 
n 
ss 一 。 (cos 亚 一 cos(2z 十 1) wy 
2sin 工 
n 
] * (sos 亚 一 66gs 王 } 一 0 
2sin 之 P 
n 


所 以 2 5 = 0. 


4.2.3 求 多 元 复合 函数 与 隐 函 数 的 偏 导数 ( 例 4. 10 一 4. 22) 


记 (1,2) 一 4，pCz) = zzy2z)) 则 2 (1) = 
。 172 。 
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解析 应 用 多 元 复合 也 数 的 链 锁 法 则 ,有 
p(x)= fh "(fi+2g) 
因 RL AL2 = A 歼 一 产科 区 一直 戎 
oO (1) 三 丰 人 ,2 十 万 人 (127)。[ 太 人 2 十 2 太 (1.27 
一 3 十 4， (3 十 8) = 47 
例 4.11( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 已 知 图 数 p(z),VWCz),FCzy) 皆 可 微 , 设 


Oz Oz 
~ , 则 天 一 一 = _ 
世 f(t yxy ) ) 风 s By 


解析 ”应 用 多 元 复合 函数 的 链 锁 法 则 ,有 
至 一 fi(g(zt y) pry)) . O (元 十 功 yf (oz y) OZy)) ‘ y (xy) 
oz 
9 


一 fi(y(xty) ,g(ry)) - O (r++y) zf (g(r yg ry)) 。 y (zy) 


所 以 
ee = (y—z)fi(o(ri Dry)) YCxy) 
例 4. 12( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 )” 设 函数 F(u,v) 具有 连续 的 偏 导数 , 且 F'… 
F >> 0, 函 数 y 一 jz) 由 FInz 一 Iny, 当 一 学 ) 二 0 确定 , 试 求全 导数 f(x). 
解析 方法 1 应 用 隐 函 数 求 导 公 式 与 复合 函数 求 导 公式 得 
(1/x) » FC/y+ yx )F, 


ea 


* es 一 7 
hr 人 


yzyR 十 《zz 十 WEJPF Wi , 加 网 
a : | 2)F’ 0 
wy (sj 区 ( 因 zyF + (zty 天 9 


方法 2 应 用 复合 图 数 求 导 公 式 ,， 原 式 两 边 对 工 求 导 数 得 


I) (Fe |—0, 国 汶 天 半 科 十 六 a 天 0, 所 以 了 一 之 


化 简 得 (一 一 
设 变 量 zyy， 5 = (mst) 


例 4. mn 1998 年 竞赛 题 ) 
= 0, 且 函数 放下 的 一 阶 偏 导数 连续 , 则 空 一 


解析 由 方程 组 y= 二 f(z,2)， Fr yt) 
VyCz):zCz) .方程 两 边 对 工 求 寻 得 
,di 和 


, dt :dy 
字 二 久 十 下 时 ， 和 


二 0 确定 y,t 是 工 的 一 元 肾 数 , 即 有 
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i dy A C= 


例 4. 14( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 设 < 一 z(x,y) 由 方程 下 (之 ,二 )== 0 确定 


(F 为 任意 可 微 函 数 ), 则 z 人 十 y= 
ly OY 


解析 ”应 用 隐 函 数 求 偏 导数 法 则 , 令 f(z,y,z) 一 下 (之 ,三 ), 则 


; 一 全 局 一 二 尽 
Sw _ 六 有 S _ 1 十 zf， 
Ox 下 Es xh, 
z 2 
i 泛 | 
i 
Oy 有 i bE 
元 2 
于 是 
Oz | az _ YF + xP .si 
Ox OY FF F, 
例 4. 15( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 已 知 由 工 = ze 可 确定 z 二 z(x,y)，, 则 
dz(e,0) 


解析 ze y= 二 0 时 ,由 e = ze , 故 z(e,0) = 二 1. 邻 下 二 xe” “一 x, 则 由 隐 
晒 数 求 偏 导 数 公式 得 


= -一 
Ox F e (1 十 >z) ez 世人 十 名 
2 bE_ ze” _ _z 
Oy Fr e” “(1 十 zz) 1 十 刘 
得 守 _ .二 波 -二 
oo Cs 0, x ] 代入 得 二 etyy 2e” OY ! (e,0) 2 ,于 征 
2 cz et 
dz(e,0) OX | (e,0) OV | le,0) > Dc 2 dy 


例 4.16( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 设 y= 二 f(z,1) ,而 上 是 由 方程 CCzyyyi) 一 
0 所 确定 的 x,y 的 函数 ,其 中 f,G 可 微 , 求 电 . 


解析 令 F(lzx,y,t) == f(x,t) 一 y= 二 0, 则 由 
F(zsyst) -= 0 ， 


确定 y= 二 y(z),t 二 +(xz). 方 程式 (x*) 两 边 对 工 求 导 得 
。 174 。 
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.Fdy 和 -md dt _ 
放大 
vy rd 
= 

pa dy _ Ci 大 一 -Gf 
由 此 可 解 得 了 ~ CFT 


例 4. 17( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) ”假设 w= 二 u(x,y) I = f(y Es 


(yszst) = 0， 
解析 ;ene i < “ “确定 z 一 =(?), 一 1(y). 方 程 组 对 y 求 导数 得 
i 
hi ez (y)+h et (y)=0 


由 此 解 得 有 
Es By ~ i 一 - Ey 
ee 


应 用 复合 因数 求 俩 导数 法 则 得 


到 一 天 十 天 0 十 太 *0 一 天 
OZ 


= (Wh (内 


— 十 二 下"8 “1 十 户 。g * h, 
| Be BE * hs 


例 4. 18( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 设 z 是 由 方程 组 ”+ 60 确定 的 


y= ZSIN 
隐 函 数 , 则 全 = 
ys 
es (十 ] ) SS 之， 
解析 “在 方程 组 | ，_ ,in。 “中 将 +,y 视 为 自 变 量 ,将 z,t 视 为 隐 酉 数 ， 
方程 组 两 边 对 zx 求 偏 导 ,有 
a i . 
COSZ 3z (t+ 1)sinz A Ls C1» 
、] ot Sr 8 9z 3 
SiNnxz Se 十 tcosz 0 2) 
(1) 式 乘 以 sinz 减 去 (2) 式 乘 以 cosz 得 
Oz — Sinz a 


az (li)sinz+tcosz yzxtan’z 
“ L733 
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例 4. 19( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 )” 设 函数 f(z,y) 在 平面 区 域 D 上 可 微 ,线段 
PQ 位 于 D 内 ,已 知 点 P,Q 的 坐标 分 别 为 Pl(a,6) ,Q(z,y) ,求证 :在 线段 PQ 上 存 


fxd = flayD + fe (sa) f(y 一 0 


解析 令 F(t) = f(a 十 t(x 一 Qa) ,6 十 tCy 一 0)), 则 FQ() 在 L0,1|」 上 连续 ,在 
(0,1) 内 可 导 , 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 必 39€ (0,1) ,使 得 


F(1)—F(0) = F (0(1—0) = F (0) (x) 

因为 

F(t) = fi(at+t(r—a),bi+t(y—b)(r—a) 

十 (at+t(r—a) bi+i(y—b6))(y—b) 
令 € 三 a 十 Q(X 一 Q),y 二 6 十 0(y 一 了 ,点 M(&,7D) 显然 位 于 线段 PR 上 , 则 
F (0) = fu(é,D(r—a) + fy(é,D (yO—b) 
又 FCOOF = fabyrECY = f(xy 人 代 信 ( 尖 六 式 得 
flxrsy) = Fasb)i feltun) re—a) ft ny —6) 


例 4.20( 北 京 市 2000 年 竞赛 题 ) 设 = (zyvz) ,了 是 可 微 丽 数 , 若 在 一 大 


一 在 ,证 明 ,wx 仅 为 的 函数 ,已 知 > 一 V 严 十 丈 干 芝 
解析 令 工 一 rcosg。sinp,y 王 rsin0。sinpyz 一 rcosp, 则 有 


u = jjrcosO。SIinoy7rSInDO。Sinpy7rCcOso) 


则 
Bt ， k sj 交 1 E 
30 = FeOsO% coswp" f, rsind coswms f 一 AInp 大 
i i 
相生 到 Se 


rcosg sing a * sing rcosg 
WU Mn 得 、 和 
例 4. 21( 浙 江 省 2002 年 竞赛 题 ) ” 设 二 元 函数 f(z,y) 有 一 阶 连续 的 偏 导 数 ， 


且 f(0,1) = f(1,0) ,证 明 ; 单位 圆周 上 至 少 存在 两 点 满足 方程 
。176 。 


/ ~/ / 
有 大 区 
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了 3 人 zy) Ta CE 


解析 令 g(t) = fl(cost,sint), 则 g(t) 一 阶 连续 可 导 , 且 g(0) = f(1,0)， 
g( 素 )= f(0,D ,gC2x) = 了 (1,0), 所 以 g(0) = g( 圣 )= g(2n). 分 别 在 区 间 


0, 于 | 与 | 际 ,2x | 上 应 用 罗 尔 定理 ,存在 E (0, 于),& E (到 ,2x), 使 得 


= 0 wt) 


记 (ziyy) = (coséi ,sin&), (zx, ys) 一 (coseoysines ) ,由 于 


g' (1) 一 一 Sinz Of (costs sint) 十 cost $f Ccosts sin) 
所 以 
一 SInE 。 of 二 COSE 。 9f 二 洽 
OX {rose ， SI ) Oy Cons SInS ) 
即 
af af ee 
} a es 0 ( De a 
>” OT { 》 Oy (rp, } 


例 4. 22( 北 京 市 1995 年 竞赛 题 ) 已 知 z 二 z(x,y) 满足 谨 i 一 


一 二 ,y = 和 = 二 ,对 函数 少 一 VCus0) ,求证 :3 一 0. 


~ 


、 ] 
设 牙 三 浆 刀 一 一 
光 


解析 由 /i 1 Sw 二 Usy 一 一 二 一 ,证 是 
7 zz 十 ] 
9 9 .ry .+ (证 ). ( 衬 . 实 + 空 . 凶 ) 
Bu ar “Ou as Ou 7 ar ak ay ax 
二 2 ， 已 > 
二 二 3 jz = = 


过 TT 2 ER 


4.2.4 求 高 阶 偏 导数 { 例 4. 23 一 4. 32) 


例 4. 23( 全 国 大 学 生 2010 年 预赛 题 ) 已 知 图 数 f(x) 有 二 阶 连 续 导 数 , 设 
ey prsYy) = f(=), 求生 十 og 


Dy 
解析 ER 


-ni sd 


r 


» J 
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人 
“一 天 ] a st 1 
pr 
应 用 对 称 性 得 
Ee 
于 是 


t(D) 
= 


例 4. 24( 浙 江 省 8 A 设 g 二 阶 可 导 ,f 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ,xz == 


s 


解析 pp 有 
GF (ff') 


OX 
2 
= g 。 x fit2fa) fizrfi) +g » Lfit+2fs+ zx fh 2f2)] 
即 
= tl 
例 4. 25( 北 京 市 1990 年 竞赛 题 )” 设 阴 数 = 二 Fln Vx 十 y ) 满足 
Ou ,Ou_ 
8 一 二 
试 求 函 数 f 的 表达 式 . 
解析 令 + 一方 In(z 十 六), 则 
= .XA 
CE) By (和 
Ou _p i 2 > . 并 二 
f (2) (2 十 Bt) (xT 二 
同 理 可 得 = f'(2) 二 + F(A 本 下 区。 ,代入 原 方程 得 


“ L786 3 
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Ou ,Ou , l ; 2 
六 了 一 (1) 。 一 一 一 一 (2 2 
Aa. 六 2 让 Oy 2 站 2 本 x yy 
即 得 产 (2) 二 (好 十 好 ) 三 如 积分 两 次 得 


1 = 让 "Cs 


例 4.26( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) 已 知 函 数 f(x,y) 的 二 阶 俩 导数 皆 连 续 , 且 
fF Cm Dr Fr) = Bs (ELE) = 
滤 求 站, (x ,27) 与 f(x;22). 
解析 ”在 等 式 /(zx,2x) 二 x 两 边 对 x 求全 导数 得 
fl 2 2 rr) = 2 
两 边 再 对 工 求全 导数 得 
Jr) 2 (rn) 2 rr) A 2) 


| 
[CS 


SF (T2074 (zs 27) 三 2 
在 族 (x,27) 三 工 两 边 对 工 求全 导数 得 
让 1 
将 上 两 起 联 立 解 得 巍 (zs2z) 一 0, 丸 Cz,2z) = 5 
例 4. 27( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 已 知 函 数 u(x,y) 具有 连续 的 二 阶 仿 导 数 ， 
算 子 A 定义 为 A(w) = zy (1) 求 A(u 一 A(D);(2) 利用 结论 (1), 以 二 


9 OV 
> ,二 x 一 y 为 新 的 自 变量 ,改变 方程 x Ou yy Ou 卡 Ou 二 0 的 形式 . 
FA : a Ox” OTOY Oy 
Qu ,ou 
解析 (1) A(w 一 A(w)) =Al(u TL | 
__.9/,_2_ ,又 oa/f,_,.ou_ ,QAu 
= zl 3 yy ty 7 ye) 


Qu ex 本 
Or ”azray 二 | . OXxOYy > ay’ ) 
ee 2 Ou » Ou 2 Ou 

(2 ty Dzaey 下 Oy” ) 


| 
2 

> 
N 


C2Y S 2 + 3 = A CC—A(W) 三 心 ; 奖 


A(u) 三 XO 二 
了 
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= (x -站 入 Ee 
A(u— A(u)) = A(e— ya )= nan" -987 ) 


_ /QA Qu ar ， 
7(Br 37 18 一 一 


于 是 原 方程 化 为 9 一 0 
uz,y) 有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 且 满 足 方程 


例 4.28( 精 选 题 )” 设 哺 数 = 二 
div(gradu) 一 2 Ou 二 0 
Oy 
(1) 用 变量 代 换 & 二 zx 一 y,n 二 x 十 y 将 上 述 方程 化 为 以 &,w 为 自 变量 的 方程 ; 


(2) BN (rl) = E27) = ry) 
(1) div(gradu) 二 div(w ,ww ) 二 w 十 必 ,于 是 原 方程 化 为 


解析 
i Be Be 
Bz | By’ iy rz" dy ” a 
由 于 
UA_AE MAN_ A ,au 
Br ™ afar dnar a ay 
A AAE AN _ Aa 
Oy 96oy 97n9y of 97 
Ou_ Au 如 二 Ou 9 QOu OE | du _ ou Wd | Hd 
一 2 3 Ts 3 = 二 7 
er 9 ar 0667ar PE Or dy or 362 ' <8 2 ey 
Ou Ou du dQ Ou 2 ,dum du ， wu Ou (3) 
97 Oy 654 Of0n 9n 


dy: dfdy ayay me oy 


y 人 UU 
将 (2) 式 与 (3) 式 代 入 (1) 式 和 但 ae 一 一 0 
) y 日 人 一 一 一 二 E 
(2) 将 方程 4 一 0 两边 对 积分 得 


Gu 二 PS) (PC5) 为 & 的 任意 可 微 病 数 ) 


9é 
此 式 两 边 对 & 积 分 得 
要 | rede+ BR 下 


这 里 f,g 为 任意 可 微 顶 数 . 于 是 
。 180 。 
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(EY) = EW 十 发 4 到 十 站 ) (4) 
由 条 件 x(zy,2z) 一 工 得 
二 匠人 3 文革 (5) 
(4) 式 两 边 对 z+ 求 偏 , 导 得 
= frig (rTty) 
由 条 件 u(x,2x) = x? 得 


u (zx127) 一 三 ( 一 z) 十 g (3r)= x (6) 
(6) 式 两 边 对 工 积 
一 (7) 
联 立 (5) 式 与 (7) 式 解 得 
.Ee, PS 
4 4 4 4 
由 此 可 得 
PE A FT 和 iC 
4 1 108: 


于 是 由 (4) 式 可 得 所 求 限 数 为 


te TL(x—y) = 一 二 C 十 天 人 z 二 咕 十 g(x 于 于 iC 


= A 十 一 一 


1 《KZ 十 935 十 去 3 


108 2™ 
例 4. 29( 北 京 市 2002 年 竞赛 题 ) ” 设 阴 数 z= 二 f(x,y) 具有 二 阶 连 续 伍 导数， 
目 2/ 天 0, 证明, 对 任意 常数 C, (x,y) = C 为 一 直线 的 充 要 条 件 是 


Co 


解析 ” 先 证 必要 性 . 车 (x,y) 一 C 为 一 直线 , 则 六 ,并 均 为 常数 , 故 .所 ces 


再 证 充分 性 . 设 由 f(z,y) = C 确 定 隐 哺 数 y 二 y(x), 于 是 f(x,y(z)) 三 0. 册 


边 对 + 求 导 得 用 十 太空 二 0, 两 边 再 对 工 求 导 得 


。 18] 。 
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因为 4 一 一 所 ,代入 上 式 得 


,aE RP dy 
k= 证 Te k 2 0 
由 条 件 得 


= 法 省 


积分 得 二 Ce 无 十 CCCOi ,C0 为 常数 )， 从 而 Rs 三 三 U 为 一 直线 . 
例 4.30( 全 国 大 学 生 2011 年 初赛 题 ) ” 设 z 二 z(x,y) 是 由 方程 


F(x 二 ,z 一 过) 二 0 


2 _ 2 ,3 Oz Oz 5 加 -这 Di 
tT 3 和 Ep 3rdy > 3 二 
解析 记 f(z,y,z) 二 F(z 十 二 ,x 一 二 ) ,应 用 隐 函 数 求 偏 导 数 法 则 有 


刘 E 


二 i = 机 (1) 
Ec 
(1) 式 乘 工 加 上 (2) 式 乘 > 得 
= + | dt 3y 3 3 
六 a js ye ) 
zr 起 


» 182 。 
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mt 
例 4. 31( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 若 v 一 5 


zr—y dr"oy lr 


解析 因 & 二 1 二 ,所 以 


下 


oO"u 一- (— 1 ml2y 


QAr” (tC— yy (y— zz) | 
] 并 
一 一 — a Wi | 十 | 
ni! sr 一 
由 于 
Fa nd | —m | 
Br”OYy ” (y gr (y = rT 
PR ; 
号 we ee 1 1 人 
dr"Oy’ (yy = 工 ) (y 和 元 
dy ts 1 (ma Dy" tl 
Or"OQy” . (Cy— x A 
所 以 
es 四 ts I mn yy 2 。 
3z7 交 2 i ] ye EE DT eee 


= 2{— 1)” (mtn 1)1(C27m 27 mi) 
= BA— 1 Cm tt On 
例 4. 32( 清 华 大 学 1985 年 竞赛 题 ) 求 


| 位 十 外 一 长 十 生计 生 十 … 竺 三 下- 


pe PY )e” di 


对 福 的 n 阶 导 数 . 
解析 人 Str)=| 一. Dan di, 则 


| 1 一 站 十 二 训 于 -De a 可 人 -) et dt = i 十 区 


一 六 


应 用 莱 布 尼 兹 公式 0 得 有/ (z) 一 | 已 三 对 Tevd 一 fi(z) ,于 是 


下 莱 布 尼 兹 公式 : 设 p(x) 可 导 ,f; (zwt) 连续 , 则 有 


二 (| fx di ) = ‘(Zz) fr, g(r)) 二 | ”大 (zd 


*。 183 。 
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A tr 0 f= A D1) 


由 于 用 (二 (| erar) = fC = ef = 


TT (1+(z—)+ eR 7 于 wm 年 Fer dt) 


= f(z) + f+ 二 f(z) 
= fn +f YD FT) YY + fo x)) 
一 fr fe tr) 十 27x) 十 一 十 太 Cy 

= (WW 二 二 二 十 1)e™* 


4.2.5 求 二 元 函数 的 极 值 ( 例 4. 33 一 4. 37) 

例 4.33( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 已 知 函数 FCz,y) 一 e (x 十 十 2y) ,其 在 
点 (去 ， 一 1 ) 处 取 ( ) 

A 极 大 值 = 二 B. 极 小 值 一 性 C. 不 取得 极 值 D. 极 小 值 e 

解析 由 


se (27 士 22 十 4y 十 1) 三 0， 
一 ar(2v 填 2 一 0 


天 一 人 一 一 
~ ~ 
I 

| 


解 得 驻 点 为 P(3, 一 1). A 二 扩 (P) 一 2ey B 一 大 (P) 一 0, C= f(P) = 2e, 


A=B—AC= 一 4e 二 0, 又 A 二 >0, 所 以 f(3， 一 1 ) 一 一 号 为 极 小 值 . 故 选 B. 
例 4.34( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 )” 晴 数 f(x,y) 一 e (ar 十 b 一 y) 中 常数 a， 


b 满足 条 件 时 ,了 f( 一 1,0) 为 其 极 大 值 . 
解析 应 用 二 元 函数 取 极 值 的 必要 条 件 得 
上 =e"(—ar—bi+y+a)| 一 e(2a 一 太一 0， 
Ft— 0) = 一 3ye 


所 以 2 = 2a. 由 于 
A 一 太 (一 10) 一 e (ar 十 0 一 昂 一 20)| ,= e(—3a+b) 

B= 大 《一 ee” 
C= 大 (一 107 一 一 站 


(=—]#0) 


(一 50) 
及 三 形 一 AC = 2e2( 一 3a2 十 四 
令 A< 志 0,A 王 0, 解 得 a 盖 0,0 王 2a 为 所 求 条 件 . 当 a 二 0 时 推 得 A 二 0, 此 时 函数 
。184 ， 
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f 在 (一 1,0) 不 取 极 值 ; 当 a = 0,6b = 0 时 推 得 A 二 0, 此 时 f(x,y) = 一 ye” 声 
f( 一 1,0) 二 0, 故 了 (一 1,0) 也 是 极 大 值 . 于 是 a 宇 0,6 = 2a 为 所 求 . 


例 4.35( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 求 虹 线 | 一 与 | 二 人 2 的 
了 一 
距离 . 
解析 设 A(p,g,7) 与 Blu,v,tw) 分 别 为 两 曲线 上 的 任意 点 ,下 为 A,B 两 点 距 
离 的 平方 ,于 是 
了 一 一 和 一 
由 条 件 知 r = Vp, gq 二 0, w= 3 一 2v, w= 二 0, 代 人 上 式 得 
Fs {一 和 十 史记 十 奢 十 名 
申 
千 二 2(p 一 3 十 2v) 十 1 = 二 0， 
[BE = 4p 一 3 上 3) 十 2o 一 0 
可 解 得 惟一 驻 点 (p,v) 二 (总 ,1). 从 几何 意义 知 下 的 最 小 值 存在 , 故 在 两 曲线 上 对 应 


的 点 (十 ,0 se 1,0) 之 间 的 距离 最 小 ,其 值 为 , 即 两 曲线 的 距离 为 0 
例 4.36( 北 京 市 1993 年 竞赛 题 )” 求 使 函数 
f(x,y) = 一 一 + 一 可 5 (y0,6 0) 


达到 最 大 值 的 (xo ,yo) 以 及 相应 的 fn 1 Vo ) . 
解析 方法 1 记 gGzyy) 王 jnFzryy), 则 


EC 一 一 2m 17 = aa 十 (y 一 ?| 


且 g(x,y) 与 f(z,y) 有 相同 的 极 大 值 点 . 由 于 
QT) _ 1. ,) 
Ar :a 
Sars 上 
Oy y 和 
A 罗 = 一 二 0, 解 得 驻 点 (x1 ,1) 一 (a ， 人 )» Cz2» 2) = (a, —b). 
当 y 放 0 时 ,因为 


。 185 。 
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_ og ， _ 人 OE 24 
多 OXOV (a,4) 0 Oy (wu ) by 


因 A = Bf 一 AiG 一 一 史 一 0, 故 ap MA 


, b 4 
汪 人 = 收 和 妈 二 3 Fr Ya 
br 局 | | < )- bve 加 
在 yy 请 0 上 的 最 大 值 . 
当 yy 二 0 时 ,因为 
9g 1 
A es > 一 一 一 < ) 
A EE (ai 一 /人 1 
及 二 .元 二 和， 本 二 Og 3 
OZzOy 《ev 一 从 C ee [ay- 动 ) py 
因 A = Bi 一 A;C; 一 一 点 过 0; 同 理 可 得 f(a, 一 5) == i 是 f(x,yy) 在 y 二 0 上 


综 上 ,由 于 f(a 多 = Ee > fla,—) =— Hy 
f(x,y) 的 最 大 值 . 

方 潜 2 驻 虑 (wi ,yy = (er) ,rays) = (a, 一 b) 的 求法 同方 法 1. 

当 y 关 0 时 , f(xyy) 可 微 . Yc EE R, 当 (xz,y) 一 (c,0) 时 ,由 于 


人 ae] = 2 


1(<, 艺 )= 一 二 是 函数 


| 关 ( 训 9 过 exp 


其 中 一 富 , 且 ? 一 0 时 co. 令 RD 一 ee ce ,应 用 洛 必 达 大 法 则 .有 


Bhd = lr = = lm oo 
ee raeg gi sos pl BE 一 下 je 
= lim 2 > 二 0 


me (BbE m1) + et 
所 以 _lim f(x,y) 一 0, 又 显然 lim f(z,y) 一 0Cp 二 V 冯 十 丈 ), 于 是 
TN Zr- 过 十 二 


四 ] / 
maxf (x,y) = max{ f(a,2),fla, —6b),0)= max| 二 天 ,天 二 ,0 = | 


万: J/e by 售 - 下 Ve 


例 4.37( 江 苏 省 2010 年 竞赛 题 ) 如 图 ,ABCD 是 
等 腰 梯 形 ,BC // AD,AB 十 BC 十 CD = 8, 求 AB ,BC， 
AD 的 长 ,使 该 梯形 绕 AD 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 
最 大 . 
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解析 令 有 = zh4D 一 y0<z<y<8)0, 则 4AB = 开设 BE | AD， 


则 
= BE AB AE = 
之 三 SnBE: -A nBE’ (SAE 十 了 | 
人 
= 15 (8—22+ (8 — WEE 
由 


3 


| (8— y)(2—zx) = 0, 
Es = 15L(8 一 2)K2z 十 3) 一 (8 一 2x 十 y)(2z 十 y) 十 (8 一 2z 十 (8 一 y= 二 0 


解 得 惟一 驻 点 P(2,4), 由 于 


“V 2x | 8x OV 27 

A= 33 8 一 2) 一 一 eg 一 (一 2)| 一 0 
,DYV 9 | Eee 
By lr 2 | 2 


又 A=BP—AC =— 二 0,A 二 0, 所 以 x = 二 2,y = 二 4 时 V 取 最 大 值 .于 是 AB 
= jC 三 加 AD 二 4 为 所 求 的 值 . 

4. 2.6 求 条 件 极 值 ( 例 4. 38 一 4. 40) 

例 4.38( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) ” 彬 球面 x 十 2y 十 4z* = 1 与 平面 x 十 y 十 


z 一 V7 二 0 之 间 的 最 短 距离 为 
解析 ” 设 椭 球面 上 的 点 P(z,y,z) 到 平面 的 距离 为 d, 则 


f (xa ys -一 ct == 作 ey 


应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 令 
F(xryyyA) = ET ifs +AKE 二 2y 二 42 一 1) 


由 方程 组 


由 为 了 使 旋转 体 的 体积 最 大 ,应 x 过 y. 
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要 天 基 一 个 二 2 一， 
和 人 i 


a 2( 六 十 二 0 


F, = 二 2 十 4x: 一 1] = 二 0 
D 2 ] ] 六 a 了 、 更 . 
距离 4 分别 是 二 V3 ,二 V 末 , 故 最 小 距离 为 二 V3T， 


例 4. 39( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 已 知 a.65 满 是 | ee (a0<H), 
求 曲 线 y = 二 zx 十 azx 与 直线 y 王 代 所 围 区 域 的 面积 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


解析 因为 
pb 0 b 
| zldr=| 一 zdz+| xzdr= ] 


CQ -二 ) 兴 


io| 一 


由 a 十 b = 二 1. 曲线 yy 二 广 十 az 与 直线 y= 二 9 所 围 图 形 的 面积 为 


ba 
= (br CO—xr CO—ar)dr 一 2 


6 
应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 令 
Bada = E60—a) 十 XCa? 十 下 一 了 
由 方程 组 
F = ba) +25 三 心 , 
WW #6—a) 26 = 0， 


局 = 二 二 访 =1 =0 


解 得 驻 点 (一 召 , 昱 ) ,此 时 S 一 让 YE. 又 a 二 0 时 5 二 1, 此 时 S 二 二 ;4a 一 一 1 时 


[5 


一 0, 此 时 S = 二. 所 以 所 求 面积 的 最 大 值 为 ,2 ,最 小 值 为 


例 4. 40( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 已 知 曲面 4z2 十 4y 一 xz* = 二 1 与 平面 x 十 y 
一 z 二 0 的 交 线 在 zy 平面 上 的 投影 为 一 椭圆 , 求 此 椭圆 的 面积 . 
解析 方法 1 椭圆 的 方程 为 3x 十 3y 一 2xy 一 1 椭圆 的 中 心 在 原点 ,在 椭 
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贺 上 任 取 一 点 (zx,y), 它 到 原点 的 距离 d = Vz 十. 
今 户 二 廊 十 竟 十 A(3r’ 十 3y 一 2xy 一 1), 则 
lh ee (1) 
‘= 1 dz = (2) 


FE = de yy = 
由 上 (1) 和 (2) 两 式 推 得 y 三 工 或 y = 一 工 , 故 驻 点 为 
并 下 FE_ 1 2 y (N22 _V2 y 2 2 
Pi( 志 :去 )， Pa "和 证 外， Pi 党 , 一 皮 )， Pi (一 坚 , 至 ) 
因此 d(P) ==d(Ps) = 至,d(P,) = dCP) = 二 分别 为 椭圆 的 长 . 短 轴 , 于 是 椭 加 


面积 光芒 二 


2 4 
方法 2 和 方程 为 3x 十 3y 一 2xy 二 1. 椭圆 的 中 心 在 原点 , 作 坐 标 系 的 
PT ,PE 
Pe 3 本 代入 桶 加 方程 得 2 二 4 太一 1, 因 此 a 一 止 ,b 一 上 
y = V2 
J2 2 


分 别 为 椭圆 的 长 . 短 轴 , 于 是 椭圆 的 面积 为 S 一 二 = 2 


4.2.7 求 多 元 函数 在 有 界 闭 域 上 的 最 值 ( 例 4. 41 一 4. 42) 


例 4. 41( 英 斯 科 自 动 化 学 院 1975 年 竞赛 题 ) 求 图 数 z 王 辽 十 风 一 zy 在 区 域 
D: | 并 | 十 jy| 和 1 1 值 . 
解析 首先 在 D 的 内 部 : | 工 | 十 y | 二 1, 由 


/ f 
2 = ZE 一 y= Qs = 2 一 工 一 0 


解 得 驻 点 已 (0,0)， 
在 边界 二 +y = 1 (0 二 二 之 1) 上 , 令 


大 三 形 十 六 一 了 yp 十 加 ( 关 十 了 一 人 
由 FF ==2x 一 y 十 4 二 0, F 二 2y 一 x 十 4 二 0, 已 一 Z 十 7 一 1 一 0， 解 得 拉 格 朗 
日 函数 下 的 驻 点 P:( 广 ,六 


2 
同上 ,在 边界 y 一 + 二 1 (一 1 过 x 二 0) 上 ,可 求 得 相应 的 拉 格 朗 日 函数 的 驻 点 
P; (一 方 , 方 ); 在 边界 一 + 一 y 二 1( 一 1 二 zx 二 0) 上 ,可 求 得 相应 的 拉 格 朗 日 函数 


的 驻 点 P, (一 去 , 一方); 在 边界 + 一 y 二 1(0 二 x 二 1) 上 ,可 求 得 相应 的 拉 格 朗 日 
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函数 的 驻 点 Pi (3， 一 亏 )， 又 记 四 个 边界 线段 的 交点 分 别 为 Ps(1,0),Pr(0,1)， 
a= 人 EO > Da 

函数 z(x,y) 的 最 大 值 与 最 小 值 只 能 在 上 述 9 个 点 Pi(i 二 1,2,…1,9) 中 取得 ， 
于 是 有 


maxz = max{z(P,) | i= 1,2s°"%,9} = max|0, 二 ， 1 二 人 ,11 | 


= 一 过 
. ,下 
mrs == Wnt BB.) | i= ly 91 = min10, 才 ,本 ,二 ,二 1 
= 和 


例 4. 42( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ”用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求 滑 数 f(x,y) 一 工 十 
V2xy 十 2y 在 区 域 Zz 十 2y 全 4 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

解析 在 zx: 十 2y 二 4 内 ,由 所 = 2zr 十 V2y = 二 0, f=Y2zxz-H4y = 二 0 得 惟 
一 驻 点 PI(0;0). 在 支 十 2 = 二 4 上 , 令 


F=x:+y2ry+2y TA(r + 2yC—4) 


由 
F’ 三 2z 十 V2y 十 2 和 过 一 (2 十 2 人 ) 工 十 V2y = 0, (1) 
F’ 一 V27z 十 4y 十 和 yx = 2x 十 (4 十 4X)y = 0， (2 ) 
F,' 一 妇 十 2y 一 4 一 0 (3) 


将 4(1 十 4X) 乘 以 人 1) 式 减 去 V2 乘 以 (2) 式 , 得 (8 十 164 十 6)zx 二 0. 若 8X2 十 16X 十 
6 关 0,; 则 z= 0,; 由 (1) 和 (2) 式 得 y= 0, 与 (3) 式 矛盾 . 故 8 十 161 十 6 一 0, 解 得 


| 
和 


A 一 时 解 得 驻 点 P,CV3, 一 1),P (一 /2 ,1)， 

当 A 一 一 六 时 解 得 驻 点 P (2 ,1 ,P (一 V5, 一 1). 

RY = /2 Y= 二 65 厂 
fh = es 6 


练习 题 四 


1. 求 下 列 极限 : 


C1) lin (FF) (2) lim( 2) 要 


" 190 。 


专题 4 多 元 函数 微分 学 


(3) lim(x’? 十 22)m 1 (4) lim 0 
(5) lim ~ 一 (6) REEE 

7 “0 ys os “3 Y 
| (  ) 


y 
A。 玉 {0,0), {0,0) 都 存在 
Bf, (0.0) 不 存在 ,f, (0,0) 存在 
C, fr (0,0) 存在 ,f/f 《0,0) 不 存在 
D，f;,(0,0) ,了 "(0,0) 都 不 存在 


3， 图 数 f(z,y) 在 (ap) 处 连续 是 因数 f(x;y) 在 (a,6b) 处 可 偏 导 的 ) 

A。 充分 条 件 B. 必要 条 件 ” C. 充 要 条 件 ”DD. 无 关 条 件 

上， 图 数 f(x,y) 在 (a.0) 处 可 偏 导 是 函数 f(z,y) 在 (a,b) 处 连续 的 ( ) 

A. 充分 条 件 B. 必要 条 件 ”C. 充 要 条 件 。” D. 无 关 条 件 

5. 上 曙 数 f(r,y) 在 (4.5) 处 可 微 是 函数 f(z,y) 在 (a,65) 处 连续 的 ( ) 

A. 充分 条 件 B. 必要 条 件 “C. 充 要 条 件 ” D. 无 关 条 件 

6 函数 f(xr,y) 在 (a,6) 处 可 微 是 函数 F(z,y) 在 (a,6b) 处 可 偏 导 的 ) 

A. 充分 条 件 B. 必要 条 件 ” C. 充 要 条 件 ” D. 无 关 条 件 

7. 函数 f(x,y) 在 (a,b) 处 可 微 是 函数 f(z,y) 在 (a,b) 处 具有 连续 偏 导数 的 
( ) 

A. 充分 条 件 B. 必要 条 件 ” C. 充 要 条 件 ” D. 无 关 条 件 

8， 试 讨论 清 数 


的 一 本 
9 ( ‘. ) (COO0Y: 
frp | Ty Ey 
z 0s (zy = (0;0) 
在 (0.0) 


9. 试 讨论 靖 数 


fl : | xysin 3 a (zy) A (0,0), 
NM 4 a 


(OO。 Ly = (0.0) 
在 (0.0) 处 连续 性 .可 俩 导 性 、 可 微 性 . 
10. 求 下 列 困 数 的 俩 导数 或 全 微分 : 


(1) 已 知 Frzsy) = x 二 (ny)arcsin 


。 Oz Gez ， 
(2) 已 知 束 三 《人 1 十 元 , 求 3 "Dy 
- 一 了 fi Oz oz 
(8 = i 了 目 六 可 导 , 求 二 By 
(4) 已 将 | 2 Pe = arctan 工 二 、" 求 dz; 
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了 By 和 
(5) 已 物 w 三 arcsin ~ 十 zz , 求 du; 


(6) 已 知 v 一 站 十 六 ), 其 中 Y 三 p(T) ‘fp 可 微 , 求 拉 ; 


(7) 已 类 = Ov Ty 4 


dz 
Or "dx 


(8) 已 知 z 一 下 V1 十 并 求 A 


In(xy) ‘~ oxOy. 


"人 
(9) 已 知 = 一 f(x 十 g(y)), 是 fw 具有 二 - 阶 连续 导数 , 求 23， 和 


(10) 已 知 一 二 f(zy) 十 yf(x 十 ), 且 开具 有 二 阶 连 ?二 2 ES 


Oy’ 


0 BM gp(y) ,日 f 具 有 二 阶 连续 偏 守 数 ,p 具 有 二 阶 
连续 导数 , 求 4 过; 


(12) 设 了 连续 可 导 ,z=(zyy) = | ez 一 Dd 求 过 人 


11. 设 z(z,y) = zj (2 2) , 且 7 可 微 ,证 明 =(zvy) 满足 形 如 zz 实 一 y 实 


”Oy 


二 g(xX,y)z 的 方程 ,并 求 孙 数 si 


1 


上 


14. 
15; 
16. 


朗 交 二 ZzZ(XsY) 由 方程 z+ 一 z = ye: 确定 , 求 空 ， 人 z 
Dr Or 


设 民 十 六 十 民 一 3/( 主 ), 且 了 可 微 , 求 dz 
设 妈 二 f(z ,yz ), 其 中 yy 二, 且 p(y ,2) = 0,f,9 党 可 微 , 求 旱 


求 二 元 图 数 f(xX,y) 一 于 (2 十 关 ) 十 yny 的 极 值 . 
设 z 二 z(x,y) 是 由 x 一 6xy 十 10y 一 2yz 一 十 18 == 0 确定 的 函数 , 求 


z 二 z(T，y) 的 极 值 点 和 极 值 . 


所 全 


在 平面 二 十 十 二 1 上 求 一 点 ,使 它 到 原点 的 距离 最 小 . 


18. 已 知 曲面 :Vz 十 2 Vy 十 3 Vz 二 3. (1) 求 该 曲面 上 点 Pl(a,byc) (abc 之 0) 
处 的 切 平面 方程 ;(2) 问 a,b,c 为 何 值 时 ,上 述 切 平面 与 三 个 坐标 平面 所 围 四 面体 


的 体积 最 大 . 
Id. 设 二 数 Fz. 六 二 Oy 一 六 一 于. (1) 求 f(x,y) 的 极 值 ,并 证 明 
函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 不 取 极 值 ;(2) s 在 过 原点 的 任 一 直线 上 变化 


时 ,求证 函数 f(x,y) 在 点 (0,0) 处 取 极 小 值 . 
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专题 多 元 天 1 数 积分 学 
5. 1] 基本 概念 与 内 容 提要 


5.1.1 二 重 积 分 基本 概念 


二 重 积 分 的 定义 : 设 f(r,y) 在 平面 的 有 界 闭 域 D 上 定义 ,任意 地 将 DD 分 割 
为 x 个 小 区 域 D;Gi 二 1,2,…,), 夺 DD; 的 面积 为 Ao;,D; 的 卫 径 为 di ,4 二 max{di}， 


VY (ri,y;) € D;, 则 二 重 积 分 定义 为 


lm / Zi TAO 


fe yd 一 由/ y)dzrdy —— 


这 里 右 端 的 极限 存在 ,是 与 分 割 D 的 方式 无 关 , 与 点 (zi ) 的 取 法 无 关 . 

2) 当 f(x,y) 在 闭 域 D 上 连续 时 ,f(x,y) 在 D 上 可 积 . 

3) 二 重 积分 的 主要 性 质 

定理 1( 保 向 性 )” 春 f(x,y) 与 g(xyy) 在 DE 可 积 ,Y (zx.y) ED,flx,y) 壹 
g(r,y), 则 


es Wdrdy < ee Vy)dzdy 


定理 2( 可 加 性 ) 设 f(x,y) 在 D 上 可 积 ,用 光滑 曲线 将 DD 分 为 两 个 区 域 
Di UD;., 则 
| rw drdy 一 [| pe yey 二 | pay yy drdy 
» 性 DD, 
定理 3( 二 重 积分 中 值 定理 )” 设 f(z,y) 在 有 界 闭 域 D 上 连续 , 则 3 (&,w) € 


Fy ddy = f(&,DS 
. 
这 里 S 为 闭 域 DD 的 和 面积, 
定理 4( 奇 偶 对 称 性 ) 
(1) 在 有 界 财 域 忆 关于 工 =0 对称, f(x,y) 在 D 上 可 积 , 则 
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0， ef = fis WW 
| {x ydrdy = 站 ER 
外 “ 加 Fidzdy 者 ff( 一 9) 二 内 元 的 
六 


这 里 D; 是 D 的 子 域 ,是 DD 中 x 三 0 的 部 分 . 
(2) 若 有 界 闭 域 DD 关于 yy = 二 0 对 称 , f(z,y) 在 DD 上 可 积 , 则 


0， 区 f(s = 一 一 f(xy), 
?| f(r, drdy, a fms = = fa 


这 里 D, 是 DD 的 子 域 ， 是 DD 中 y 宇 0 的 部 分 . 
5.1.2 二 重 积分 的 计算 


1) 在 直角 坐标 下 将 二 重 积 分 化 为 两 种 次 序 的 办 次 积分 
当 区 域 D 可 表示 为 


D= {rz9) | p(x yp(r)a iD) 
时 ,二 重 积分 化 为 先 对 y 后 对 xz 的 累 次 积分 , 即 


| 后 y)drdy = | 


[fdrdy = 一 | dz CSAWDGy) 
b | 


当 区 域 D 可 表示 为 
D=\(zy) | (WETE IYy Ed 
时 ,二 重 积分 化 为 先 对 工 后 对 >y 的 累 次 积分 , 即 


dd yo { ¥) | 
| ( by ) dzdy 三 一 | dy| 1 (7 sy ) dx 
D | , @ | CY) 


2) 用 平移 变换 计算 二 重 积 
令 工 二 内 十 kyy 二 go 十 ,这 里 ywo 为 新 的 积分 变量 ,k,h 为 常数 , 则 


| Cr drdy 一 | 十 ko 十 h)dudo 
D D 
这 里 D' 是 区 域 D 在 上 述 变换 下 (ys,o) 在 wc 平面 上 的 对 应 区 域 . 
3) 用 极 坐 标 变换 计算 二 重 积 分 
令 工 二 pcos0,y 二 psin9, 这 里 09,p 为 新 的 积分 变量 , 则 
J ce ward me reeow， psing) odpdl 


这 里 是 区 域 D 在 上 述 变 换 下 (90,p) 在 如 平面 上 的 对 应 区 域 , 其 中 po 三 0,0 近 0 去 
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2 区 
5. 1.3 交换 二 次 积分 的 次 序 


对 于 给 定 的 先 对 y 后 对 x 的 二 次 积分 ,可 由 四 个 积分 上 下 限 决定 积分 区 域 D， 
再 将 区 域 D 上 的 二 重 积 分 化 为 先 对 x 后 对 y 的 二 次 积分 :对 应 的 ,对 于 给 定 的 先 对 
工 后 对 y 的 二 次 积分 ,也 可 化 为 先 对 y 后 对 x 的 二 次 积分 . 极 坐标 下 的 二 次 积分 也 
可 作 类 似 的 积分 次 序 的 交换 


5.1.4 三 重 积分 基本 概念 与 计算 


1) 三 重 积分 的 定义 : 设 f(x,y,x) 在 空间 的 有 界 闭 域 人 上 定义 ,任意 地 将 0 分 
割 为 n 个 小 区 域 Q;(i 二 1,2,…,n) ,02; 的 体积 为 Av; ,02; 的 直径 为 d;,4 = max\d; 于 
VY (xisyiszi) E 02;, 则 三 重 积分 定义 为 


一 ij 2) fr, Vi sZ;) AD; 


| pi ys wd = WE 
由 es ) 由 ve yz)dzdy 


这 里 右 闯 的 极限 存在 , 且 与 分 割 0 的 方式 无 天. 与 点 (zy 和 ) 的 取 法 无 关 . 
2) 当 f(z,y,z) 在 闭 域 O 上 连续 时 ,f(z,y,z) 在 2 上 可 积 . 
) 三 重 积 分 的 主要 性 质 : 三 重 积 分 与 二 重 积 分 一 样 , 保 向 性 .可 加 性 、 积 分 中 
值 定 理 缘 成立, 在 这 里 不 一 一 获 述 . 
定理 (奇偶 对 称 性 ) 
(1) 符 有 界 闭 域 Q 关于 x = 二 0 对称, f(x,y,z) 在 QQ 上 可 积 , 则 


Qs > == f(s YY) 
i ” )dzd d: 一 一 Nr i - 
由 是 f(y) = f(r ys) 
全 


这 里 2 是 2 的 子 域 ,是 0 中 工 宇 0 的 部 分 . 
(2) 和 蔡 有 界 闭 域 Q 关于 y = 二 0 对 称 ,f(x,y,z) 在 Qf 上 可 积 , 则 
pn [0， 2 fe"— 一 一 f(x,y,z), 
rzryyyz)dzdydz 一 4 
foy, de Ta ersy.nar. 车 Fr 一 wz) = f(x,y,z) 
0, 
这 里 02; 是 0 的 子 域 , 是 2 中 yy 三 0 的 部 分 . 
(3) 和 苦 有 界 闭 域 Q 关于 xz = 二 0 对 称 , f(z,y;,z) 在 人 Q 上 可 积 , 则 
Os f(r = f(r yi 
lall. (wy)dV, Br 拆 元) 


[a 


这 里 2: 是 2 的 子 域 ,是 Q 中 z 三 0 的 部 分 . 


| f(rxryrze) drzdydz = 
了 


”于 95 “* 
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4) 三 重 积分 的 计算 

(1) 在 直角 坐标 下 ,将 三 重 积 分 化 为 先 计算 一 个 定 积分 再 计算 一 个 二 重 积分 

若 闭 域 吕 在 zy 平面 上 的 投影 为 有 界 闭 域 D,V(Czyy) € D, 奉 区 域 2 中 的 点 
Cryyyz) 满足 OCT) EZE p(T y) , 则 


| fC ys) drdydz = drdy) flryr sd 
类 似 的 ,有 先 对 y 计算 一 个 定 积分 再 计算 一 个 二 重 积分 的 公式 ,或 先 对 工 计 算 
一 个 定 积分 再 计算 一 个 二 重 积分 的 公式 . 
(2) 在 直角 坐标 下 ,将 三 重 积分 化 为 先 计算 一 个 二 重 积 分 再 计算 一 个 定 积分 
行 闭 域 Q 在 > 轴 上 的 投影 为 闭 区 间 Lc,dj "YE | 过 作 和 平面 了 
垂直 于 = 轴 , 若 平面 也 与 团 域 2 的 截面 为 有 界 闭 域 D(z), 则 


i Pe 
f(x,y,2)drdydz 一 | dz fryyy idrdy 
Dn Dz) 
类 似 的 ,有 先 对 y,z 计算 一 个 二 重 积分 后 对 x 计算 一 个 定 积分 的 公式 ,或 先 对 
2 计算 一 个 二 重 积分 后 对 > 计算 一 个 定 积分 的 公式 . 
(3) 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 
令 工 = pcosg,y 二 psin0,z 二 x, 这 里 0,0,z 为 新 的 积分 变量 , 则 
| fersy: z)dzxdydz = | f (peos0, psind, =)pdpdod 
这 里 2 是 区 域 Q 在 上 述 变 换 下 (0,p,z) 在 lz 空间 对 应 的 闭 域 ,其 中 p 宇 0,0 过 9 过 
LNs 一 CY 十 Do 
(4) 利用 球面 坐标 计算 三 重 积分 
今 工 二 rsingcos0yy 一 rsinpsin0,z 二 rcosg, 这 里 rr,p,9 是 新 的 积分 变量 , 则 
fry z)dV = | f Crsingeosb, rsingsing,rcosp)r singdrdgd0 
n ey 
这 里 02/ 是 区 域 O 在 上 述 变 换 下 (7,p,0) 在 rgl 空间 对 应 的 闭 域 ,其 中 + 宕 0,0 之 yg 
< 
5.1.5 重 积分 的 应 用 


1) 平面 图 形 的 面积 
发 万 为 zy 平面 上 的 有 寞 闭 域 , 则 DD 的 面积 


9 = | ard Vy 二 | dod0 
D 


D 
2) 空间 曲面 的 面积 
。196 。 
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设 了 为 一 空间 曲面 ,5 在 zy 平面 上 的 投影 为 有 界 闭 域 D,E 的 点 与 D 的 点 一 一 
对 应 ,设防 的 方程 为 z = f(x,y), 则 曲面 的 面积 为 
= 


D 


1 Flr y)) fry drdy 


与 此 公式 对 应 的 ,还 有 化 为 x 平面 上 的 有 界 闭 域 上 的 二 重 积 分 的 计算 公式 ， 
以 及 化 为 zz 平面 上 的 有 界 闭 域 上 的 二 重 积分 的 计算 公式 . 

3) 立体 的 体积 

设 2 为 空间 的 立体 区 域 ,2 为 有 界 闭 域 , 则 2 的 体积 》 

V = ||dzrdydz = ||pdododz = |||r’singdrdgdy 
fn 了 n 

这 里 三 项 分 别 是 直角 坐标 下 、 柱 面 坐标 下 ,球面 坐标 下 的 三 重 积 分 . 

4) 物理 上 的 应 用 

二 重 积 分 可 用 于 求 平面 薄片 的 质量 ,三 重 积 分 可 用 于 求 空间 立体 的 质量 、 立 体 
的 质心 (重心 ) 等 . 


5.1.6 曲线 积分 基本 概念 与 计算 
1) 空间 曲线 的 弧 长 
设 曲线 卫 的 参数 方程 为 
T= w(t), y= ty z= wt) 


其 中 :EE Lu,8j ,曲线 夏 上 的 点 与 La;Bj 上 的 点 一 一 对 应 ,函数 grw 连续 可 导 , 则 曲 
线 厂 的 弧 长 为 


f DT 2 
l=| VY OT HYD + Yd 


2) 第 一 型 曲线 积分 的 定义 与 性 质 

设 AB 是 可 求 长 的 连续 曲线 ,函数 FCz,y,z) 在 AB 上 定义 ,将 AB 任意 分 割 为 n 
个 小 弧 段 (i = 二 1,2,…,n),T 的 弧 长 记 为 Al;,T; 的 直径 为 d; ,4 二 max({d;} ,在 了 
上 任 取 点 Cz,yi:z), 则 函数 f 沿 曲线 AB 的 第 一 型 曲线 积分 定义 为 


, a def “和 
| ~f(zsy 2 dl = 一 lim > , fz, s Vis ) AL; 
AB 人 -一人 7 一 1 


这 里 右 端的 极限 存在 , 且 与 分 割 AB 的 方式 无 关 , 与 点 (zi,y;,z,) 的 取 法 无 关 . 
当 了 在 AB 上 连续 时 ,了 在 AB 上 的 第 一 型 曲线 积分 存在 , 即 可 积 . 
定理 (奇偶 函数 在 对 称 曲线 上 的 积分 ) 
(1) 若 曲 线 AB 上 的 点 关于 x 二 0 对 称 ,f 在 AB 上 可 积 , 则 
。 197 。 
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0 ， (— gs 三 一 f(zyry 过) 


车/ 

pe Ls se Ja 

|>7zc > ?| fr dl, Er Ce— hE) = f(x,y,z) 
nn 


这 里 了 是 曲线 AB 的 zx 三 0 的 部 分 曲线 . 
(2) 车 曲线 AB 上 的 点 关于 y = 0 对称 ,f 在 AB 上 可 积 , 则 
Os fy = Yi = f(y ys 


~flrxysz)dl = | Cs 
af Ee | flrosyz}dl, 右 fry — 2 = fry 
J 


这 里 [是 曲线 AB 的 y 三 0 的 部 分 曲线 

(3) 者 曲线 AB 上 的 点 关于 z = 0 对 称 ,f 在 AB 上 可 积 , 则 

0， FE fi 

Jaf Cyn {a Axsyrz)dt, fr) = fF 

3) 第 一 型 曲线 积分 的 计算 

设 AB 为 空间 的 连续 曲线 ,其 参数 方程 为 

T= oO y= 2 = w(t) 

其 中 tE [a,8],AB 上 的 点 与 La,BJ 上 的 总 一 一 对 用 ， 嚼 数 PY 连续 可 导 ， 细 数 
f(z,y,z) 在 AB 上 连续 , 则 


[ofr ad= | f(g G0 wD) VP OY FRO Fe Yd 

4) 第 二 型 曲线 积分 的 定义 

设 AB 为 空间 的 光滑 曲线 ,AB 的 顺 向 的 单位 切 向 量 为 (cosacos8,cos) ,函数 
PCzsy,z) ,Q(z,ysz) ,RCr,ysz) 在 AB 上 定义 ,将 AB 任意 地 分 割 为 个 小 弧 自 
中 (i 二 1,24*,n) ,了 [的 弧 长 记 为 Ali,T 的 直径 为 d;, 令 4 二 max{d,) ,在 TT 上 任 取 
点 Mi; (xi,yi,zi), 记 

(cosa, cosB, COsY) = (COsai ycOSB , COSY;) 
Azi = Ali* cosa, AM = Al;* cosB, Az; = Al;。 cosy. 

则 函数 P,Q,R 沿 AB 从 A 到 B 的 第 二 型 曲线 积分 定义 为 


def 


[PCyss)dr + Q(z, ys dy RCr,y, 2) de 


lim >, P(xz;, yiszi)Axi + lim 2 Q(z inzi)Ay + lim 2 R(xi, yi) Ax 
”0 j=1 0 ji 一 ] 4*0 j=] 
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式 中 三 个 极限 皆 存 在 , 且 与 分 割 AB 的 方式 无 关 , 与 点 (zi ,y ,= ) 的 取 法 无 关 . 


当 函 数 P,Q,R 皆 在 AB 上 连续 时 ,对 应 的 第 二 型 曲线 积分 存在 , 即 可 积 
5) 第 二 型 曲线 积分 的 计算 


设 曲线 AB 的 方程 为 
T=pt)s y= His z= wt) 
其 中 t€ [esBj,AB 的 点 与 Lu,B8j 的 点 一 一 对 应 ,函数 ,wo 在 Lux,8j 上 连续 可 导 ,天 
数 P,Q,R 在 AB 上 连续 , 则 


|=~PczyadzTQGzyvzdy 十 RCzsyvs)dz 


| [PCD gD sw) D+ QC GD ,WO oY CD) 
| + Rp) pO1) wt) ww (72) 1dr, 
| [peg gD so) D+ QC gD WD sw 
+ Rp) ,pH) wt) ) ow (1) dt 
其 中 ,第 一 式 为 1 增 大 时 ,对 应 的 点 在 曲线 AB 上 从 A 到 也 ;第 二 式 为 : 增 大 时 ,对 应 
的 点 在 曲线 AB 上 从 B 到 A. 


第 二 型 曲线 积分 在 物理 上 表示 一 质点 在 力 F = 二 (P,Q,R) 作用 下 ,; 沿 曲 线 AB 
从 A 到 B 所 作 的 功 . 


5.1.7 格林 公式 


1) 设 忆 为 zy 平面 上 的 有 界 财 域 , 忆 的 边界 曲线 卫 逐 段 光 请 , 取 正 回 卫 ,函数 
P,Q 在 D 上 连续 可 微 , 则 有 格林 公式 


浊 Plz,ydr+Q(z,ydy =| (至 一 3 )dzdy 
D 


2) 平面 的 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 充 要 条 件 
定理 ” 设 C 是 zy 平面 上 的 单 连 通 域 , 函 数 P,Q 在 G 上 连续 可 微 , 则 下 列 四 个 
陈述 相互 等 价 : 


OQ _ 
(1 Yr Sir 0 


(2) YA,BEe G, 曲 线 积分 | Pdz 十 Qdy 与 路 线 无 关 ; 


C39 YPCGT 为 封闭 曲线 中 Pdz 十 Qdy = 0; 


(4) 3 可 微 函 数 w(x,y) ,使 得 du = Pdz 十 Qdy, 且 
“ 下 9 天 
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u(X,y) 一 | Piz,yo)drt| Gir ydy 


i | | 帮 本 后 | Es 


这 里 (zoyyi),(Cz,y) E Cr 
5. 1.8 曲面 积分 基本 概念 与 计算 


1) 第 一 型 曲面 积分 的 定义 与 性 质 

设 为 空间 的 有 界 曲 面 ,了 涌 数 (x,y,z) 在 上 上 定义 ,将 任意 地 分 割 为 n 个 小 
曲面 li > 1 ye oh) sy 的 面积 为 Ni 二 的 直径 为 d; ,A maxtcdi) 在世 下 性 
取 点 (zi 六), 则 郴 数 了 了 沿 王 的 第 一 型 曲面 积分 定义 为 


def 
||f (ry,2)dS Ss lim 2, f(x; yi 2)AS,. 
eo 


>) 
这 里 右 端的 极限 存在 , 且 与 分 割 了 的 方式 无 天, 与 点 (Zi,yi,zi) 的 取 法 无 关 . 
当 f(zx,y,z) 在 三 上 连续 时 ,了 在 三 上 的 第 一 型 曲面 积分 存在 , 即 可 积 . 
定理 (奇偶 函数 在 对 称 曲面 上 的 积分 ) 
(1) 奉 曲 面 卫 的 点 关于 xz 二 0 对 称 ,f 在 上 可 积 , 则 


0， A ry 三 一 Fy) 
这 9 9 hl = h 区 » 
外 人 中 zyyz)dsS， fo— Boy) = fyYys 
>] 


这 里 3 是 的 x 宇 0 的 部 分 曲面 . 
(2) 大曲 面 3 的 点 关于 y = 0 对称, 在 有 上 可 积 , 则 


| 5 一) = f(T Ys 


用 Ys )》 刘 全 三 
| 2|| f(x,y,2) dS, 种 所 天 一 下 到) = f(r, Yas) 


> 


这 里 3 是 了 的 y 之 0 的 部 分 曲面 . 
(3) 车 曲面 的 点 关于 z = 0 对 称 ,f 在 上 可 积 , 则 
0 fxsyys CO— 2) =— f(z, YZ), 
ba s Vy, dS = 
小 2 中 (zyyvz)dsS， fryy, WW = fT Yr 
23 


这 里 3 是 的 zx 上 三 0 的 部 分 曲面 . 
2) 第 一 型 曲面 积分 的 计算 
右 曲 面 王 的 方程 为 > 一 z(x,y),(x,y) E D,D 为 xy 平面 上 的 有 界 闭 域 ,了 涌 数 
。 200 ， 
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z(zyy) 在 忆 pc 上 连续 可 微 , 琐 数 f(x,y,z) 在 上 上 连续 , 则 


||rezsyvads = | rzsyvzCry)) 
Y D 
奇 曲 面 3 的 方程 为 Xx 二 Xx(y,z),(y,x) E Di ,Di 为 yz 平面 上 的 有 界 闭 域 ,也 
数 zx(y,z) 在 Di 上 连续 可 微 , 遇 数 f(x,y,z) 在 三 上 连续 , 则 


I- drdiy 


||f Cz,y, ds 一 | zy Vs (wy {tr dydz 
> D 


若 曲 面 卫 的 方程 为 y 二 y(z,z),(z,z) € D,,D; 为 zz 平面 上 的 有 界 闭 域 ,也 
数 y(z,x) 在 D, 上 连续 可 微 ,函数 f(x,y,x) 在 了 上 连续 , 则 


本 


) 


||f Ca,y,2)ds 一 | ,Z) V] (Cy) (Cy) dzdr 
5 1 


3) 第 二 型 曲面 积分 的 定义 

设 王 为 光滑 的 双 侧 曲面 :三 某 侧 的 单位 法 回 量 为 (cosa,cosB,cosy), 将 师 数 
P(z,yz)QCzyyyz),RCz ysz) 在 5 上 定义 ,并 将 任意 地 分 割 为 a 个 小 曲面 3;(i 
二 1,2,…,n), 的 面积 为 AS;,3; 的 直径 为 di,X 一 maxldi) ,在 上 任 取 点 
Mi Vs) se 


(cosa cosB, cosy) a (cosa; , COs; , COSY; ) 


AyiAzi = ASicosa:s AziAx; = ASicosB, Azx;Ay; = AS;cosy. 
则 消 数 P,Q,R 沿 3 的 某 侧 的 第 二 型 曲面 积分 定义 为 


| Plzsys dydz + Qsy, <) dzdr + ROr,y, drdy 
5 某 侧 

一 lim > ， P(x ys)AYAz; T+ lim >， Q(x ys) AzrAx 
N00 =] 0 


nn 


十 lim 2, R(xi yi, zi) AxiAy; 
式 中 三 个 极限 缘 存 在 , 且 与 分 割 3 的 方式 无 关 , 与 点 (x;,yi,z;) 的 取 法 无 关 . 
当 函 数 P,Q,R 此 在 王 上 连续 时 ,对 应 的 第 二 型 曲面 积分 存在 , 即 可 积 . 
4) 第 二 型 曲面 积分 的 计算 
(1) 大 曲 面 的 方程 为 z = z(x,y),(X,y) E D1,D 为 ry 平面 上 的 有 界 闭 域 ， 
z(x,y) 在 D 上 连续 可 微 , 则 


| P(ry zdydz+ Q(z yy zdedzr i Rr ys)drdy 
开 俐 
w Ol s 
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= 和 | PCr,ys z(x,y)) 是 )+ Q(z yr y)) (一旦 )+ RCzyvz(z,y)) |drdy 
这 里 士 号 选取 的 方法 是 上 侧 取 正 , 下 侧 取 负 ( 设 = 轴 正 回回 上 )， 
(2) 奉 曲 面 荆 的 方程 为 工 一 yyZ) (yz) €E D;,D, 为 次 平面 上 的 有 界 闭 域 ， 
xXx(y,z) 在 也 上 连续 可 微 , 则 


| P(rxyysidydez 二 Q(z videdr | ROryre) drady 
开 侧 
-| [Pe ,Yo2) Q(z), ys) (= + REC) ,ye) [= ) dyde 
这 里 士 号 选取 的 方法 是 前 侧 取 正 , 后 侧 取 负 ( 设 工 轴 正 回回 前 )， 
(3) 车 曲面 的 方程 为 y 二 y(z,X),(z,7) E D;,D; 为 zz 平面 上 的 有 界 闭 域 ， 
y(z, 广 ) 在 Di 上 连续 可 微 , 则 


| PlzrYys2)dydzF Q(z yz dzdr TF RCzrs yy .2drdy 
5 某 侧 
,et YP )+ Qs ye D0 +Rr yet) ,0 (— 型 ) |dzdz 
D; 


土 号 选取 的 方法 是 右 侧 取 正 , 左 侧 取 负 ( 设 y 轴 正 向 向 右 ). 
5.1.9 斯 托 克 斯 公式 
1) 设 了 是 逐 段 光滑 的 单 团 曲线 矿 所 包围 的 非 封闭 光滑 双 侧 晶 面 , 取 茶 定 侧 允 


按 右 旋 法 则 确定 本 的 正 向 rT ,0 是 空间 的 立体 区 域 ， Ee 函数 P(x,y， 上 
Q(z,y,z);，R(z,y,z) 在 0 上 连续 可 微 , 则 有 斯 托 殉 斯 公 


Plxsysz)dz + Q(xs yo zdy t+ Rx, yrs) dz 


-6, 芋 一 型 ]dydz 二 (站 一 全 )dzdr 二 ( 玫 一 全 )dzdy 
2) 空间 曲线 积分 与 路 线 无 关 的 充 要 条 件 
定理 ” 设 G 是 空间 的 面 单 连 通 区 域 , 滑 数 P,Q,R 在 G 上 连续 可 微 , 则 下 列 四 
条 陈述 相互 等 价 : 
aR_aQaP_aR RQ. 
CL 如 (wsy 了 C0, By a je a = = 


(2) YA,B E 0,| Pdzr + Qdy+ Rdz 与 路 线 无 关 ; 


(3) YPC O,T 为 封闭 曲线 中 Pdz 十 Qdy 十 Rdz = 0 


(4) diye 可 微 , 使 得 dz Pdz -QadyRd; 且 
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U(x ys) 三 | PCz,w vs)dz 十 | QCzsy'zady 十 | R(xsy dz 
或 


u(x ys) = | P(gxsyseydr + QCm'y'sdy 十 | 必 (CzoyWyz)dz 十 C 


~ 0 


这 里 023) EG. 
5. 1. 10 高 斯 公式 


1) 设 Q2 是 空间 的 有 界 闭 域 ,其 边界 是 逐 片 光滑 的 封闭 曲面 5, 取 外 侧 , 因数 
P(r,y,z) Q(T,ysz),R(rx,y,z) 在 (2 上 连续 可 微 , 则 有 高 斯 公式 


Prwyowdyde+ Uxsysz)dzds tt R(T ydrdy 


= (B+ + ) dd 


2) 曲面 积分 与 曲面 无 关 的 充 要 条 件 
定理 ” 设 Q2 为 空间 的 体 单 连通 域 , 阴 数 P(x,y,z) ,Q(zx,y,z) ,R(x,y,z) 在 人 2 
上 连续 可 微 ,曲面 CQ, 则 下 列 三 条 陈述 相互 等 价 : 


aP ao aR 
(1) V(Xy yee ,3 By 为 一 0; 


so Jee tear arty 与 曲面 无 关 , 这 里 马 是 与 5 具 有 相同 边界 曲线 


Er 的 任意 曲面 , 且 其 侧 服从 右 旋 法 则 A 
(3) Y 3; CQ2,S; 为 封闭 曲面 , 取 外 侧 ( 或 内 例 ) ,有 


||Per,y, 2) dyd 十 QGCzyysz)dzdz 十 人 (zyyz)dzdy 一 0 


5.2 葛 赛 题 与 精 选 题解 析 


5.2.1 二 重 积分 的 计算 ( 例 5. 1 一 5. 14) 
例 5.1( 浙 江 省 2011 年 竞赛 题 ) 计算 | WE 十 dzdy 
解析 ”化 为 先 对 y 后 对 zz 的 一 次 积分 计算 ,有 

原 式 = | dz | YETdy (St Vy) 


l/r 
= | dr | WY 2 ( 令 站 一 Vz 十 及 
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spl me mes) 
| (全 一 全 + jx )dz = 二 
x OQxg1, 


例 $.2( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) 设 f(x) = 且 万 为 一 吧 二 
0， 其 他 ， 
z<+Heo, 一 oo 二 y 二 十 co, 则 | /CCz+y)dzdy = 
D 
解析 由 于 
. Ws ls TW 站 委 光村 和 三 
,PE Pn 
fw 一 局 其 他 ， f+ = 10 其 他 


故 在 区 域 Di 二 {(x,y) | 一 y 志 xX 委 1 一 y, 0 夺 y 志 1)( 如 下 图 所 示 ) 上 f(3) 二 yy， 
十 以 二 5 十 汉 丰 六 的 外 部 成 由 一 0 十 录 一 0. 于 是 


J 。 f(z ydrdy 


= | y(t ydrdy 


D 


1 ]—y 
| dy| 区 《天竺 Ye 
0 a 
.1 
0 


i i 
= 2 Ydy = 41> | = 4 


V 


于 
2 dy 


例 5. 3( 南 京 工业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) 求 lim 了 | dz 六 edy 
解析 记 也 为 x 十 y= 二 1(t 放 0) 与 x 轴 ,y 轴 所 围 的 区 域 , 则 


! tr ,2 TT zw 
| dz| et dy =||e sop ody 
{) 0 
D 


由 于 e 在 区 域 D 上 连续 ,应 用 二 重 积分 中 值 定理 ,有 
| dxrdy = et。 记忆 


D 


lim 二 | 4 Ir| i ety dy = lim$||e drdy = lim Se ee 1 ?元 
D 


ed 


1 
2 
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例 5.4( 天 津 市 2003 年 竟 赛 题 ) ”计算 


asing VY py ye 2 bsing Vb = 和 
Fe e dy| — | ev dy| e™ dz 
0 oy using ycotg 


其 中 0 过 a 过 6,0 二 pg 二 3, 且 4,6,9 均 为 常数 . 


解析 原 式 中 两 项 分 别 表示 函数 ee” ”> 在 图 中 
Di 与 D, 区 域 上 的 两 次 积分 ,D 二 Di 十 D;, 化 为 极 坐 标 


计算 ,有 
原 式 = 由 drdy = | | Edpdg 


) 
yr 


pb 5 = 本 
| pe ip— 


注 : 原 题 中 将 积分 下 限 ycotp 错 写 为 ytang. 
例 5.5( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 计算 二 重 积分 | (xz 十 zy)*dzdy, 其 中 也 为 


D 


tn) | Fy 2 
2 关于， 一 0 为 奇 丽 数 ,z2(z 十 9 ) 关于 y 一 0 为 侦 画 数 ,应 用 奇偶 对 称 性 ,得 
原 式 = ||x?(x 十 2xzy 十 交 )Qzdy 一 2 | zi (x ydrdy 
D 


D(y>=0) 
i ek 209 oh, , 64 [3 pe 
| 0 ~ Pb cos dp 二 3 cos'0 
其 中 D(y 之 0): 0p 志 2cos9,0 志 09<< 必 .由 于 


工 六 玉 
2 2 攻 

Ts | osxzdx: = | cos xdsinz = (nO—1) | sin* x cos .rdxz 
( 0 


— a—D| (1 一 GOS 元 ) cos™xdz = (nO—1)1,,— (nO— 1)1, 


因此 { = 一 me 又 因为 Jo — 和 所 以 


n 


J 一 7X5X3X1. 工 一 _ 35 ， 
1 4 Xx 64 


-6 35 85 
改 原 式 一 3 aw64" 12™ 


例 S.6( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 求 || ns — WW | drdy 


a 


万 


' 其 中 DD， vw 20 
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y 之 0 Z 十 y 魏 了. 


解析 如 图 ,用 直线 y 王 工 将 区 域 忆 分 割 为 Di 与 D; , 则 在 
站 上 0 委 z 一 y 委 了 ,在 D; 上 一 5 三 X+ 一 y 信 0, 于 是 


原 式 二 | sncz 一 y)dzdy -||sincz 一 y)dzdy 
D， D 


卫 < 开 荆 au 
)》 人 


一 | dy| sin(x -= yd -| dz| sin(x — yidy 


时 yy 下 6 
= 一 | cosCz 一 y)| dy 一 | cosCz 一 J)| dx 
0 > 0 


a | (1 一 sin2y)dy 十 | (1 一 Sin2z)dz 
0 0 


上 al 一 更 
=2(y+ > COs2y ) % ] 
例 5.7( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ” 设 吕 为 y = 二 x,x 二 


至 ,y 二 0 所 围 的 平面 图 形 , 求 || | cosCz 十 y) | dzdy 
D 


解析 用 z 十 y 王子 将 DD 分 为 Di 十 D,( 如 图 所 示 )， 
则 


原 式 二 | eoscz 十 y)dzdy —||cos(z 十 y)dzdy 
D D, 
一 | dy| cosGz 十 y)dz -| dz| cos( 工 十 y)dy 
9 ? ri 


a | [1—sinC2y)Jdy—| Lsin(2z) 一 1 ]dz 
0 
.i 
4 2 2 4 2 
例 5.8( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) 设 D={(zx,y) 10 牵 
二 2 过 站 有 了 ,本 未 三 重 积 分 


| z+y 1| drdy 
D 
解析 在 DD 内 作 圆 x* 十 y == 1 使 其 分 为 Di 与 D;( 如 
右 图 所 示 ), 于 是 
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原 式 = 一 | (z 六 Dadily + 二 着 一 入 
D D, 
= el 二 一 ydzdy te CE 
又 
le eg Je dady 一 | ido 


] 1 一 云 7 1 
Te 


0 


=| (圭一 x 二 2x 一 舍 z*)dz++ 


到 
人 全) 
= 


8 
je +y — Ddrdy = ||(z’ +y)drdy -dz 


= | ( 寺 一 z 十 2 好 一 全局 )dz 一 2 
=2| (三 二 2zJdz 一 2 一 2 一 2 一 0 
于 十 


例 $.9( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) 设 
1) , 试 求 二 重 积分 | | 之 十 将 一 | dzdy 
D 


解析 在 DD 内 作 圆 x 十 y= 二 工 使 其 分 为 Di 与 D;( 如 
右 图 所 示 ), 圆 x: 十 y = 二 工 与 直线 y = 二 1 一 zz 的 交点 分 别 为 


4( 广 ,元 ),B(1,0), 于 是 


= {(z,y) | 0 yl1—z, 0<zre 


原 式 = 一 (x? 十 y 一 z)dzrdy 十 ||(z? 十 y 一 zx)dzdy 
D D; 


一 一 2 | 十 六 = Zr)dzdy +|| 十 :及 一 Z)dzdy 
D, D 


再 用 线段 OA 将 D; 分 为 Oo] 与 02( 如 图 ), 则 
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"fe l= 
| ty C—xr)ydrdy = | dy| (x = x) dr 
4 0 Y 


i od 
=] ( EY gy jdy = 24 

区 /2 “Cos nT/2 

jor 二 + = wdzdy = | 0 (50 一 0cosb)odo 一 一 二 | .cos 0d0 


Oo 
已 


__1/3,.1 。 
一 i 到 ge sin29 十 六 55sin4g) | x 128 "48 
" 1 l—r 
[es 二 hy = | dz| (wy dy 
D ks 
"1 
3 | (二 — 2p — )dz 一 0 
0 \ 3 3 
于 是 
原 式 王 一 2(|| cz + = 二 Xx)dzdy 十 | cz 十 及 一 zdzdy) 十 || cz 十 巡 一 将) 有 dy 
可 oy D 
wT 1 TR. Em 次 
= [+= 如 十 


例 $. 10( 全 国 大 学 生 2013 年 决赛 题 ) ” 求 二 重 
积分 


7 == Il | 十 一 xz—y| dzrdy 


Dr 


2 
wt <= 


解析 在 加 D:z 十 y 三 1 内 作 圆 x 十 y 一 x 一 
y 一 0, 印 


二- 坝 - 便 


使 其 分 为 Di 与 D;( 如 图 ) ,由 于 加 Pi 在 原点 处 的 切线 是 第 [[ ,TV 象限 的 角 平 方 线 ， 
于 是 


| (于 区 -Wardyt) YE) drdy 


Te i wardy+ er 十 天 一 并 一 y)dzdy 


coOsOHSIDO 
一 op dg| (0° —po(cos0+ sin0) )odo 一 ?| d| (5 一 0(CcosO 十 sin0) )odo 
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OS Sin 2x 1 
一 2| sd 中 (5 一 0CcosO 十 Sin0))0do 十 | dg| Pp U5==0 
一 二 | (cosg 十 sing)*d0 一 站 十 本 | Ceos 十 sin9)*d0 十 地 
6J-x 和 2 


于 
他 8 二 二 一 


和 | 本 二 | .4 开 4 
了 | Sin tdi 十 三 i tdt 十 4 


a [Rd Ella ) 
S，11( 学 生 2009 年 放 天 算 | 一 一 一 一 一 和 
例 全 国 大 学 生 年 初赛 题 i ee 


区 域 D 为 直线 x 十 y 二 1 与 两 坐标 轴 所 围 的 三 角形 区 域 . 
解析 ”运用 极 坐 标 计 算 , 记 yg(0) = cos0 十 sin9, 则 


dzdy,， 其 中 


V] 一 0p(O) 
加 dg|， Ta (= 
= 48| WL an a + tang) ( 令 1+tanb = 
= | 虹 王 一 | za 一 
号 一 其 ( 开 -全 a) LI -1 


例 $. 12( 葛 斯 科技 术 物 理学 院 1977 年 竞赛 题 ) ” 设 本 为 加 x 十 y = 二 4, 现 引入 
函数 o(z,y) ,其 绝对 值 等 于 点 (z,y) 到 曲线 工 的 距离 ,其 符号 按 下 列 方法 确定 : 当 
点 (7,y) 在 圆 丁 的 内 部 时 取 负 号 , 当 点 (x,y) 在 圆 械 的 外 部 时 取 正 号 .已 知 和 常数 a: 


0 二 a 二 2, 求 二 重 积分 | 大 的 
| 太史 ) < 


解析 设 (p,0) 为 点 (x,y) 的 极 坐 标 , 且 
D= (x | 2 =a Vy 和?2Fa) 
则 当 (x, yy) D 时 ,oC( x,y) 二 一 CC 2 ,于 是 


o(zyy)dzdy = jag) “wo— 2)pdp = or (Bp -P| 


DT Y) .Ed 


_ 4 
3 
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例 S. 13( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 f(w) 在 u 二 0 可 导 ,f(0) 二 0, D:r 1+ 
yy < 万 » YY 2 0, 求 lim | rk Vx 十 Vy ) ydzrdy. 
D 


解析 首先 采用 极 坐 标 计算 二 重 积分 ,有 


HeODS Ss 


2t ArFOCUS pF 


je Vr 二 +y )ydrdy = [apl fl(p)p singd0 = | “oO)( 一 coOsO) do 


人 ut 一 各)dp 


于 是 Zl i 
| OF Fidp 一 二 | Fo)dp | pf (pydp 
= i OS — 

t=->0+ t 1~>01 Ep 
= lim Ss 二 lim f (22) 站 和 p00) 


例 5. 14( 浙 江 省 2010 年 竞赛 题 ) | dn 


解析 运用 二 重 积 分 换 元 积分 法 , 令 工 二 1 十 ss,y 二 1 一 3, 则 雅 可 比 行列 式 J 
二 一 2, 面 积 微 元 为 dzdy 王 | 了 | dids = 2dtds, 于 是 


| 


nd 
原 式 二 ?| Ee dnl 


和 
再 运用 换 元 积分 法 , 令 上 = V1 十 puss = V1 一 pov, 则 面积 微 元 为 dids = 
V1 一 gp” dudv, 并 采用 极 坐 标 计算 , 有 


原 式 二 2 1 -Fle vw dudo = v1 = | | ce rdr 
R* 二 , 
=4r VIP (-3)e | =2rVi-p 


5.2.2 交换 二 次 积分 的 次 序 ( 例 5. 15 一 5. 23) 
例 5.15( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) ”交换 二 次 积分 的 次 
1 人 一方 

序 : | a , zw ydy = . 


解析 由 无 一 0 元 一 1 yy 三 RT sy 三 3 一 所 围 的 积 
区 域 如 图 所 示 , 则 交换 积分 次 序 得 


1 和 一 了 ] YY 
| dz| ,flz, dy =| 四 fAlxws yd 
0 入 0 0 
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2 | 3 3 一 
+| dy| x >)dz 十 | dy| flrs UT 
1 0 2 0 


例 $. 16( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) ”交换 二 次 积分 分 | dz| f(x,y)dy 的 顺序 


解析 由 X= 二 0,x = A 二 0,y 三 2cosr 所 围 的 积分 区 
域 如 右 图 所 示 , 交 换 积 分 顺序 得 


| dz | frwdy 
40 0 


2 五 HTCtx 
| oj resdr+|， dy | ee y)dz 
例 5. 17( 精 选 题 ) 设 /(z) 连续 可 导 ,> 0, 求 | dz| 一 上 人 一 dy. 
0 Y= 
解析 交换 二 次 积分 的 次 序 , 有 
原 式 = | dy 一 =dx 


\ (>) 一 [一气 ? 


一 | dy| fF Wd (村 二 一 Y= 可 Vsinz | 


| 


«| fdy = x[f(a)— /f(0)] 
例 5.18( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) ” 求 二 次 积分 
| of ee —1ye dp 
解析 如 右 图 ,在 (8,p) 平面 上 交换 积分 次 序 , 有 
原 式 = [up] ee — De do 


ss je (350 —0)| "dp 


8 * 3 or be : 
= 3|6e do-2) pd (Sp = 


= 入 | ed 一 | sd 一 | | 


= 总 e (4 一 7) 十 亏 


例 5. 19( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 求 lim 去 | dz| a 
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解析 ”交换 积分 次 序 , 有 
人 dz| sin(Zzy) “dy = | dy| sinCzy)?dz 
两 次 应 用 洛 必 达 法 则 和 积分 变换 , 则 
| sin(tr )’ dx . sinz du 3 
i 上 1 2tsint _ 1 
央 = 人 二 


例 5.20( 北 京 市 1994 年 竞赛 题 ) ” 设 f(x,y) 是 定义 在 区 域 0 委 Zz 科 1,0 委 y 
过 1 上 的 二 元 函数 ,f(0,0) == 0, 且 在 点 (0,0) 处 f(x,y) 可 微 , 求 极限 


x Vt 
| dz| f(t,u)du 
0 工 


二 和 
4 


lim 
XT» 


Go— 氏 


解析 交换 积分 次 序 , 有 


让 de] read -一 | (『 fli di )du 


应 用 洛 必 达 法 则 与 积分 中 值 定理 , 则 


-| (| fiar) a 一 | fa, nd 
原 式 = lim 一 一 = lim 一 上 一 一 
#4 


由 于 f(zsyy) 在 (0,0) 处 可 微 , f(0,0) 一 0, 及 &z) 二 o《(z)，, 有 所 以 


Ce) = F050) + O00 EE) £0 0)z Ho Ez) ) 
一 (OOF or) 


因此 
原 式 eo | fr (0,0)x++ ol(xr) 


-> 个 十 人 


一 多 《5 加) 
例 $.21( 北 京 市 1996 年 竞赛 题 ) ” 设 f(x) 为 连续 偶 困 数 , 试 证 明 : 


rc 一 arty=? (2a— Wf 
D 


上 只 开口 为 正 廊 形 | | 入 &, | 3 | 和 a 产 9) 
解析 方法 1 根据 题 意 ,有 
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加 _f a i i 
fe Wdrdy=| dz| 7 一 二 一 | dzr| [fw Jd 
=| dz| Feod 
参看 下 图 ,变换 积分 顺序 ,上 式 化 为 
| au) reour+| du| fCwdz 
= | ft2a) dut)| fl) 2a — wadu 
因为 f(x) 为 偶 函 数 , 有 
| f (wu (ut 2a)du 
—2a 
| fc v) (2a— v)d(— wv) 


2a 2a 
= RE | Fn 


[f(z— yardy = ?| (2a — wu)f(u)du 


D 


方法 2 运用 二 重 积分 换 元 积分 法 , 令 x 王 工 一 y%, 王 并 十 y, 则 三 a 9 


2 
y 一 序 (v 一 必 , 雅 可 比 行列 式 一 却 , 面 积 微 元 为 drdy 一 | J | dudv 一 于 dudo, 故 


| pr 
f(z— ydrdy = =|f( dudv 
J Se | 
其 中 了 D : |wu 二 v| 声 24a, | a 一 v | 声 2a( 见 右 图 ). 由 于 区 
域 D 关于 w = 二 0 对 称 且 f(u) 关于 zx 为 偶 函 数 , 区 域 D 
关于 w= 二 0 对 称 且 f(w) 关于 为 偶 图 数 ,应 用 二 重 积 分 
的 奇偶 对 称 性 得 


reoduds 一 4|| f Ow dudv 
D B 


于 水 
| re a ?| f QD dudv 
D D 
2a 2a—u Za 
一 2| dul f(wdo=2| 《2a 一 &) f(u) du 
0 0 0 
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例 5.22( 精 选 题 ) 设 t 宇 0,， 万 (z) 二 0, 咎 户 (z) = | f(t(n = 1,2,3,， 
) ,求证 ， 


fn(X) = ci]. (i flidt 并 
解析 用 数学 归纳 法 证 明 . 当 n 二 1 时 


ke . = | lr 
£1 kw) -=| de = CT 《2 A 
所 以 ( x)) 成 立 . 假设 ( % dx 成 立 , 即 
fr (rx) = zi. (T= ft d= 元 二 | zd fo du 
则 


fat = | Rts | [a (0) fo du |d 


一 ri), dt| 一 u)” fol(u)}du (交换 积分 次 序 ) 


一 Dl du| Qf — WU)* , fo Cu dt 


gy i | [六 Ee | ul) |du 


= 去 | (元 一 二 fa 三 去 |。 (zx—D"folt) di 


所 以 Cx )xrl 成 立 , 因 此 (* ), 对 任意 正 整 数 n 成 立 . 
例 5.23( 精 选 题 ) ” 设 D:z 十 yy 过 1,f(z,y) 在 D 上 连续 . 


(15 未 证 ; | cr, drdy = ||/ (yx2)drdy; 
_ 万 

(2) 求 || sin* XCcos’ y)dzrdy. 
D 


解析 “〈1) 作 标 准 的 极 坐 标 变换 x = pcosg，y = psin0, 则 面积 微 元 为 dzdy 
二 | | ded9 二 ododg, 所 以 


[fry dzdy 一 | “ag| .Focosg， osing)odo 
b 


表 作 非 标准 的 极 坐 标 变换 x 二 psin9, y 二 pcos0, 则 面积 微 元 为 dzdy 王 |J| dod9 二 
pdod9, 所 以 


Jf Cyr)drdy =||f (pcosg, psing) | 1 | dodg = | dg| Focosg, esing)odp 
D D | 
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于 是 有 ||f (x,y)dzrdy = | f(y,z)drdy. 
D Db 
(2) 利用 (1) 的 结论 得 


jh sin 并 十 cos y)dzdy 一 jh sin’ y+ cos zx)drdy 
Db b 


于 是 


原 式 二 下 | csin TX 十 cos*y 十 sin*y 十 Cos xX)dxrdy 


D 


1 
一 到 a+Ddrdy 一 工 
5.2.3 三 重 积 分 的 计算 ( 例 5. 24 一 5. 28 ) 
例 5.24( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 )” 设 f(x) 连续 ,f(0) 一 上 有 由 0 过 zz 去， 


im 一 ,其 中 Fl(2) = | [2 fy) Jdzdydz. 
L 


解析 el Di 十 过 f° ,由 


k _ k , 
Fl) = I + f(x: + ydv bad tlre 十 六)dz 


3 a Es 
= + dg 证 | f (wdu 
0 0 


uk ss 


原 式 = lim = = 3 + lim 


1 一 = 人 十 {~—*0+ 


= 下 局 十 Jim m = 十 nk 


例 5.25( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 曲线 |”“ “" 绕 < 轴 旋转 一 周 生 成 的 曲面 
与 z= 二 1;z 二 2 所 围 成 的 立体 区 域 记 为 02. 
人) 求 | Cz 十 y 十 xz*)dxrdydz; 


i 1 
(2) 求 | a 


解析 ”曲面 方程 为 x 十 y = 2z,i 记 D(z); x :十 y 二 (v2z)’. 
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(1) 方法 1 
2 “9 27 V2z 
原 式 = | dz| (z+y+z)drdy=| dz| 上 | (f+)pdp 
: D(z) ; 


— 2x| (z? 十 过 )dz = 人 


方法 2 
原 式 一 [a pdp| (十 之 )dz -站 fa (6 + #2) de 
2 2 
( 


wa is is | 1 _p 
一 2x| pap Tae 340 )dp ?xj (p 2 1 30 $7)dp 


1 


(2) 原 式 一 Kl 六 二 上 ddy = [aa 六 Fd 


=2r| Ing +)|, dz 一 可 (1+ 二 jdz 


rzln(1 十 二 ) | + 村 | Fd 


= rin 二 十 2rln 全 2 3rln 全 
例 5. 26( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) 求 || VT 二 Ydzdydz, 其 中 避 为 由 曲面 
| 


= v 灾 二 下 ,zx 一 VI 一 丈 一 克 所 转 成 的 立体 
解析 方法 1( 用 球 坐标 变换 ) 令 


区 一 7SInpcos0O， y 一 7SinpSsInO， 之 一 7COSO 


则 0<r<1,0<yp<7 ,0<0<<2n, 故 
原 式 = | ED dg| rsin’ pdr = 于 | 一 scedp 一 下 (x 一 2) 


方法 2( 用 柱 坐 标 变换 ) 今 
下 一 OcosO， W 一 posing, 芝 = - 冬 


则 o 科 z 委 Yl ,co 


2 ，* 0 三 0 过 2x, 故 


原 式 起 三 | ‘a a | 
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例 5. 27( 北 京 市 1997 年 竞赛 题 ) 设 f(x) 在 区 间 [0,1] 上 连续 , 且 | hd 
m, 试 求 | HT Fdydle. 


1 
0 
解析 令 FG0 二 | f(Ddi, 则 FC0) =0,F(D) = mF 二 f(D). 由 于 


| readz 二 | 区 四 一 瑟 码 


> 
] 
| rmDEFCy， fia dy 
1 j ] 
-| Few 一 二 cd = | FDC -| 并 (Co 
i 1 2 :Ew ] "| ] 2 Es 
~ (y) R(x) Pb (yy 一 om Tt CT) = gab (EE) 
于 是 
I .PR 
原 式 = | f(z) [十 二 F (2) —mF (x) |dz 
TEs ry. 
= | | 地 二 去 F(z) mF (x) |dF(z) 
[3m Fz) + 二 F(z) ee FmP"(z) | | | 
0 


2 
1] as 


= 3 2 a ce 
om Tem m m 


2 6 
例 5.28( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 flw) 在 w= 二 0 可 导 ,f(0) = 二 0, 02:; 十 
十 2 之 2, 求 lim 二 四 f(z 十 十 22)dV. 
了 
解析 先 用 球 坐 标 计算 三 重 积 分 ,有 


3 


fe a | dg| dr| 02)r2sinpde 
0 0 0 
0 


| arcer ;Ss 训 


es 2x| 2 f(7) (cosy) dr 


|。 


?| 7) “(= 


2 
于 十 
21 21 
| fr)dr 一 广 | r flr ydr 
原 式 == 27x lim 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
t=0+ ft 
| 2f02)dr 


-=0 二 区 :=0+ 30F 


5 LT 


= 二 x lim I Exf (0) 


FOF dz 
5.2.4 ”与 重 积分 有 关 的 不 等 式 的 证 明 ( 例 5. 29 一 5. 36) 
例 $. 29( 北 京 市 2001 年 竞赛 题 ) ” 设 f(x) 是 L0,1」 上 的 连续 晒 数 , 证 明 : 
[owas eds 
解析 原 式 可 化 为 下 面 两 种 形式 的 二 重 积分 : 
原 式 = 小 i dzrdy = ||ew /rs drdy 


D 


其 中 恕 为 0 过 5 志 1,0 过 yy 声 1; 于 是 


yn 
D 
> 中 Yldrdy=1 
b 


例 S.30( 清 华 大 学 1985 年 竞赛 题 ) ” 设 也 数 f(x) 在 L0,1|] 上 连续 有 旦 单调 减 ,又 
f(z) 访 0; 求 证 ， 


| zf* Cr)dz | 下 
】 
| zrcodr ~ [ear 


并 给 予 物理 解释 . 
解析 由 于 f(x) 计 0, f(y) 户 0,: [f(xz) 一 了 (yy) jj(z 一 y) 志 0,; 所 以 


fr fv fr) — fy) (zm—y) 0 
3 fr FW rf a) yf ly fr) fy Lzrf ly) tt yf lr)) 
一 zf (mf y+ yf yy Fr) Rr y+ yf yf ry 
应 用 二 重 积 分 的 保 向 性 , 取 D;{(z,y) 1 0 过 zz 过 1,0 达 y 达 1), 则 
| (xX)f(Y) + yf (yf Cx) Idxrxdy < [zf cn) fy) yf(y) f° (x) drdy 
D D 
由 于 
[xf* C0) 70%) + yf (vy)f(xr) ldrdy 
rT 1 和 | 
= | Wf dss | fwdy +| yf (ydy. | Fa 
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=2f zf de: fa) 


[xfer (y) + yf (yf (zx) jdzdy 


D 


| ] | 3 
一 一 | Tf EN . | fr Oddy ck | yf Gdy 和 | (去 )d 


] | 
一 ?| zf (xr)dr .| f?2(x) dr 
0 0 


上 败 有 
1 
| zf* (2)dz -| fz)dr < | zf (x)dr | fr Caz 
0 0 0 0 
| zf C2)dz | f° C0)dz 
人 3 一 -一 一 么 一 一 
| = 1 
| zt trydx | CTIA 


物理 解释 : 两 根 长 为 1 的 直 杆 放 在 工 轴 的 区 间 L0,1] 上 ,第 一 根 直 杆 的 线 密度 
函数 为 六 (x) ,其 重心 坐标 为 ,第 二 根 直 杆 的 线 密度 函数 为 f(x) ,其 重心 坐标 为 


| zf* Ca)dz | zf dz 
Ns 则 和 训 =yy 
| Penadz | fn)dz 


例 5.31( 莫 斯 科 化 工 机 械 学 院 1977 年 竞赛 题 ) ”求证 不 等 式 
sll) < (eu) 二 要 (一 ee ) ts0 
解析 取 D={(u; 动 10 乏 允 过 元 0 过 2 过 却 }， 则 


| se ) dudv 一 |e¥ du » | es dm 一 (| ae¥ dt) (1) 
Db | 


0 


取 D = {(uw) | ww 二 和 二 坑 宇 0,v 宇 0},D; = (Go | ww 二 人 寺 27T 宇 0， 
vo 主 0}, 则 Di 为 DD 的 真子 集 ,D 为 D; 的 真子 集 ,而 eT 0, 所 以 


, 卫 
,WE, WR ee 2 a 
| 2 >|le Tv dudv = dg| e 2 pdp 
| 0 Jo 


D | 
= s (— 一 让 六 | ss Bs 一 方 z 
一 等 ，( 一 e 3 A (2) 


| ER PP 3 J2r 12 
lle 2 7 dudv 一 | 2 dudv = | dg| e 326 pdp 
D 


Po 村 
DD 


了 | 
= €© 2 a = 9 ez ) (3) 
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综合 (1),(2),(3) 式 即 得 原 不 等 式 成 立 . 
例 $.32( 广 东 省 1991 年 竞赛 题 ) ” 设 口 域 是 x 十 y 过 1, 试 证 明 不 等 式 


jer < 由 am YC 二 +) dedy 2 T 
解析 运用 极 坐 标 变 换 , 有 
i 2x 1 1 
|sin VE Fy drdy = | dg psin(p’) dp = oe )dp 
D 


a 
下 面 先 证 明 ; x 宇 0 时 ,有 sinz 志 Xx,sinz 宇 文 一 证 % 史 令 成 z) 王立 一 sinz, 则 


Cy 二 四 于 是 f(z) 单调 增加 ， 节 人 的 和 0, 即 sinz 过 oo 全 SG 
一 Sinhz 一 工 十 过 , 则 g (xX) 一 cosz 一 1 十 兰 ,g(x) 一 一 SinZ 十 工艺 0, 于 是 g (x) 


3 
单调 增加 ,5 (z) 三 g (0) ==0,g(x) 单调 增加 ,g(x) 三 g(0) 一 0, 即 in Ber — 


取 zx 王 plp 之 0), 得 sin(p') pi,sin(p') 之 pi 一 全 
设 原 二 重 积 分 的 值 为 1, 于 是 


1 9 ] 
< oe $7 > 囊 o 人 2 人) 一 臣 。 


印 JE <||sin We Hy dedy Ex 
D 


例 5.33( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) 求证 :过 x 过 用 Vr+2y—2z+5dV < 3n, 
人 


其 中 中 为 z 十 y 十 对 委 1 
解析 首先 求 f 二 xz 十 2y 一 2z 十 5 在 二 十 十 x 二 1 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
在 区 十 十 过 1 的 内 部 ,由 于 


k= = ==0 

故 f 在 x 十 十 x 过 1 上 无 驻 点 .在 x 十 y 交 十 六 = 二 1 上 应 用 拉 格 朗 日 乘 数 法 , 今 
FF 二 =z 十 2y 一 2z 十 5 十 A4(z 十 十 z? 一 1) 

由 


F =2+2y 三 
IE = 一 2 十 2Xz 二 0， 
F 一 妇 2 十 闪 十 至 一] — 站 
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解 得 可 疑 的 条 件 极 值 点 P ( 记 , 气 , 一气),P (一 去 , 一己 ,所 ). 由 于 连续 函数 /在 


有 界 闭 集 x ?十 十 xz = 二 1 上 有 最 大 值 和 最 小 值 ,所 以 f(P,) = 8，f(P;) = 二 2 分 别 
是 f 的 最 大 值 与 最 小 值 . 又 由 于 /与 /” 有 相同 的 极 值 点 , 故 

V2 ENF = vVz 十 2 一 到 十 5 过 VE 
由 积分 的 保 向 性 得 


汽 ||av< gr ep ry pe a ?av 
2 0 人 
由 于 | dV = 人 fs 一 人 x, 因 此 
0 ; 


3r 云 沽 4x<| YTSdd ， Sr 二 3x 
0 
例 5.34( 全 国 大 学 生 2014 年 决赛 题 ) 设 1 二] f(z,y)dzdy, 其 中 
D 


脸 冯 59 站 受奖 二 1 过 让 要 二 
函数 f(x,y) 在 D 上 有 连续 的 二 阶 偏 导数 . 若 对 任何 z,y 有 0,y) = f(x,0)==0， 
且 S 上 <A, 证 明 :1 之 全. 
OXOY 4 


解析 将 二 重 积 分 化 为 二 次 积分 ,再 分 部 积分 得 
I= | dz| f(z,ydy =| dz| f(z,yd(y—1) 
=| dz dz (Gy— Df(z,y)| 一 | (y—1) fCr,y)dy) 
=| dz (0—(— f(x,0)) —| (9—D flrydy) 
—| dz| (y— 1) f(x,y)dy (下 面 交 换 积分 次 序 ,再 分 部 积分 ) 
=—| dy| Gy— Df wdr =—| dy] Gy— Df (ry dr—D 
= 一 | d(C Do-—DEn| -| -Dy— Drydz) 
-一 | dy(0—— -Df -| -Dy— DA ydz) 


1 1 lL 
=| dy ,xz— DOYy—D falr,ydr =||(z— 1g— 1 flrry)drdy 


D 


ml ] 网 :| = 三 
0 2 > o 4 


<4| Eye 
D 
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例 5.35( 广 东 省 1991 年 竞赛 题 ) ” 设 二 元 图 数 f(x,y) 在 区 域 D= {0 二 过 
1,0 志 >y 乏 1) 上 具有 连续 的 四 阶 偏 导数 ,并 且 f(x,y) 在 区 域 D 的 边界 上 恒 为 0， 


A 3, 试 证 明 : waray| <3 < 起 


(提示 : 二 -重生 — zw)tI — y) Se) 


解析 考察 上 述 一 重 积 ,运用 分 部 积分 法 ,有 


J D0 a dy 
= | zQ—zdz| ly i 
= | zz)[y0—») Sf 号 |， + | (2 一 D 3 dy dr 


二 二 Ca 

| za Ddz| (2y 1 3riay 

| 1 | ] of 
-jzq D2 | 9d jd 


一 | za = Ee 十 3 f(x,0) i dz = ?| [| za 一 下) fqr |dy 


z— Df D+f C0] 十 | 2zr— DEf Cz,D) + fz,0)]dz 
一 中 | 一 现状 十 | (zz 一 Dfi (rsy) dz |dy 
=0+ C2z— DEF D+ fz,0)]| —2| [fz,D + f(r,0)]dz 
—2| [C2z— D/C | —2| f(z,y dz |dy 
a fre 
因此 


Deyos| = ta -Da—» td 


2Dy 


过 卫 |zyG 一 DG 一 do 
b 
号 ,二 一 


1 1 加 
由 yh 4 6 6 48 
例 $. 36( 全 国 大 学 生 2015 年 预赛 题 ) 设 flr,y) 在 x 十 站 过 1 上 有 连续 的 
一 阶 篇 导数 ,C00) =06,00507 = .00 的 = 二 0 《其 十 路 准 六 十 《由 天 过 
s WE 


全- 
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M, 证 明 : | f(x,y)drxdy Re 
下 十 <] 


解析 将 函数 f(z,y) 在 (0,0) 处 展 为 一 阶 马 克 劳 林 展 开 式 .有 


et, f(0,0) + zf4(0,0) + yf ,00,0) + 专 [x* fo (Qe ,0y) 
pr 
3 [zx fs (Gr ,0y) 4 yt Cr Bd es] 
应 用 柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 得 


[x fs (Qt) +2ryf (Gr 0 + yf Gr ,0) 
= [zx* fur Oy) + ry NLR Dy flr,0)T 
(rt2ry ty FG) 2S GD)) + ff, 0 ,0))] 


于 是 
| zy <5 +y)* Vf Om) +2(f, (Gr ,0)) + (f(r, )) 


< 5VM(z’ 十 7) 


所 以 
| f(r, drdy| < | | zy | drdy < FVM | ca ey 
过 1 zy el 2 加 
1 | | § 元 M 
= svM) dg) edp 4 


5.2.5 曲线 积分 的 计算 ( 例 5.37 一 5. 42) 


例 5.37( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 求 Cz 十 yw 六 dy, 其 中 曲线 C 由 方程 组 
Tz 十 淆 十 半 二 1， 


加 给 定 . 
r=y 
解析 ”曲线 C 的 参数 方程 为 x 一 记 cosb， y 一 亏 eosb， 2 
于 是 


原 式 = 4|“( 去 09) . VI OF FEY OF FL Fd 


一 | sosodg= (人 三 0 十 一 in29 十 35sin40]|， ss 


8 
“2Z23 » 
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例 $.38( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) ” 设 栈 为 曲线 y 二 2 十 1 上 从 点 A(0,2) 到 点 
B(1,3) 的 一 段 弧 , 试 求 曲 线 积 | d+)dr+t er dy, 
解析 方法 1 记 P=e?( 十 xy),Q== e?x?, 因 
Q' = ze (zy+2), PP’ 一 zeo(zy 十 2) 


即 Q' 三 已 ' .所 以 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 取 点 A(0,2) 到 点 B(1,3) 的 折线 段 为 AC 十 
CBI(C 为 点 (1,2)), 则 


原 式 一 略 ev C1 | wy de | en dy 二 |- Ev eg te | ea ty 


] 
| 


=| ed +2)dr+| edy = ze” 
方法 2 将 曲线 方程 代入 被 积 表达 式 化 为 定 积分 得 
原 式 := | er Dt wt) lind 
= [ermart | zd 


1 
=: 二 2 
=| ez ] dz xe’ 83 
0 


| 1 
(2 十 1) 十- 
| dr 三 韦 
0 0 


例 5.39( 南 京 工 业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) ” 设 丁 是 由 点 (1,0) 经 y= 二 1 一 zx? 到 


一 (一 2)dz 十 (z 十 2)dy 


解析 令 PCz,y) = Q(z Y) = 则 


和 ed 


2 T= 
Or QOy (志和 十 学 并 
所 以 在 不 包含 (0,0) 的 单 连通 区 域内 ,| Pdz 十 Qdy 与 路 径 无 关 . 作 圆心 十 y 一 


ly 三 0), 从 (1,0) 到 (一 1,0) 的 上 半圆 周记 为 L, 则 LL:zx = cosg,y 王 sin0,0 从 0 
到 | yi 故 


原 式 = | Pdr +Qdy = | Cs 人 cos sm es 


= | 1dz 一 元 


例 $. 40( 全 国 大 学 生 2009 年 预赛 题 )” 设 平面 区 域 D= {(x,y)|0 达 xz 声 n， 


(1) 中 zevdy— ye ea 一 中 Ee Sdy— Ye "ds, 
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(2) b zewady 一 ET 之 De. 
解析 (1) 设 正方 形 曲线 L 的 4 个 顶点 按 逆 时 针 排 分 别 为 0,A,B.C, 则 


中 Zesmdy E ye snzd 六 


7 D 
[tl + newdy+/ — nemde+t0 
(nA AB BC CO D 区 


= | (@™ i )drz 


bz evdy— ye™dx 
| +) +) + =0+| re wdy+| —xewdr+0 
一 «| (ew 十 ee )dz 
两 式 右 端 相等 ,所 以 (1) 得 证 . 
(2) 由 于 = 3 二 =» SV ,所 以 


| 


n=0 . n=0 
er 十 ez 一 5 2 r”"” 之 2 十 友之 es 十 ea >2 二 sin:Xx = a i 
es i i -i 


由 第 (1) 问 以 及 积分 的 保 号 性 得 
中 元 cad 一 Med 一 | CE 十 全 


之 x|” (> -3 Fc0s27 )dz 一 Sr 


例 5.41( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) ”已 知 厂 为 x 十 yy 十 二 6y 与 Xx 十 y= 二 
4y(z 宇 0) 的 交 线 ,从 zz 轴 正 癌 看 上 去 为 逆 时 针 方向 ,计算 曲线 积分 
中 cz 二 YY 一 2)dzr 和 十 (yy 十 一 Xx*)dy 十 (二 XC 一 yy )dz 
解析 方法 1 记 曲 线 厂 的 x 三 0 的 部 分 与 x 三 0 的 部 分 分 别 为 几 与 书 , 其 
参数 方程 分 别 为 
让 二 认 才 一 必 二 = 让 从 0 这 到 4 
Py:z=— Ve sy=tz = Vst 从 4 变 到 0 
分 别 在 石和 TI 上 积分 ,有 


. (天 十 光一 到 十 fy Te —x jdy 直 F(z ey ds 
可 起 


I 


s ZLB * 
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+ (计生 六 二 de 二 (42 一 Xjdy4+ (二 YY )dz 
TY 


- [CS ap D+ =E) | 


i 
2t(2 一 2 fo 3F = 
= = d 
=| | (= Vdt—t VE )| | 
两 式 相 加 , 则 
= Y= * — (2 uu 
原 式 = 4| ed = 4| — du 
= = 
< 售 u = 2si 2 
一 一 | du | 4 Sin idi =— 
一 


方法 2 记 P=xzx 二 YY 一 zz,Q=YY 半 4 疼 一 攻 届 二 十 x 一半 ;上 为 球面 
十 光 十 习 三 6y 位 于 交 线 夏 上 方 的 部 分 , 取 上 侧 . 利用 斯 托 克 斯 公式 , 则 


a ED drt (Br Br jadz 十 [35 一 的 jana 


= 2||(y 二 zz)dydz 十 (之 十 x)》dzdx 十 (x 十 ydzrdy 


采用 统一 投影 法 计算 . 设 也 一 {(z,y) | 下 十 闻 雪 4 , 因 CC 一 5 工 = Ce3， 


8 
故 
原 式 = 一 (G+ 和 e+) (r+y) Jdzdy 
5 
= 一 中 TC2zy + 2ye +22r —3z—37)drdy 
三 
-一 中 -drdy— ?|(2y 十 2 = Sdedly 
一 六 
=0 一 2 (2y 一 3)drdy 《 因 加 关于 > = 0 对称) 
BD 
即 
Tt 4sing Ee 4 nt 
原 式 一 一 4| dg| “pzsingdo 十 6r .22 一 一 全 64| sintbgdg 十 24x 


王 一 327 十 247 一 一 8 


例 5.42( 浙 江 省 2009 年 竞赛 题 ) 设 RCzrvyvz) =| f(z 一 dt, 其 中 了 的 


导 函 数 连续 ,曲面 S 为 z = 二 十 ww 被 y 十 z= 二 1 所 截 的 下 面部 分 , 取 内 侧 ,L 为 S 的 
。 226 。 
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正 回 边界 , 求 
中 2xrzf (z— x — ydri[lz +2yf(2—zx — yy) dy 十 民 (zyyz)dz 
解析 ”因为 在 L 上 z= 二 六 十 y, 所 以 


今 z 一 1 二 


R(ZsYys 之 ) 


,要 | Fez Edt | f QD du = | fdr 
记 R(z) = | f(Ddi, 代 入 原 式 化 简 ,有 
原 式 二 中 2xzzF0)dz 十 [她 十 2F(0) dy R(z)dz 
Pb FOO yiM2rde 2yd7 上 dy RZ)dz 
ey 7(0 冲 (二 yy jd(z yy ) + zidy + RC)ds 
i pe i 
= (0 (zy | 十 六 dy 十 下 (z)dz = TE dy RlzYdz 
2 A 可 J 
这 里 A 为 曲线 L 上任 一 点 . 记 P 了 = 0,Q = xz,R = R(z), 应 用 斯 托 克 斯 公式 , 则 
eR QQ /a -全 .及 
原 式 .= lt ay az jdydz 十 (3 z z) deli = 3y jdzdy 


曲面 在 O- zy 平面 上 的 投影 为 D= | (zx,y)| 式 十 (3 十 去 ) 一 三 |,D 关 于 zx 一 0 
对 称 ,于 是 


wp 
原 式 == lx d= dz | /ET 一 和 | rz :dx 
Op 
2 清和 1 ey 
64 Jo 2 64™ 


5.2.6 应 用 格林 公式 解 题 ( 例 5. 43 一 5. 53) 
例 5.43( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) 若 po(y) 的 导数 连 


续 ,p(0) = 0, 曲 线 AB 的 极 坐标 方程 为 p = a(1 一 cosb)， 
其 中 a 二 0; 0 过 0 过 式 ,A 与 B 分 别 对 应 于 9 = 二 0 与 9 = 


“Zo ® 
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求 | [p(y)e 一 xyjdz 十 [og (y)e’ —x|dy 


解析 ” 设 曲 线 AB 与 线段 BA 所 围 区 域 为 D( 如 上 图 所 示 ) ,又 设 


P= aAWe —nys 
应 用 格林 公式 ,有 


中 - 


"AB 


Q = (ye = 


st dr + Qdy -| (Q— P',) dxdy = rdrdy 


= _axn ee 2 
1, dg = S| (1 一 cosg)?dg 


anl /3 a _ 2 
5 MM 7 2cosO 十 7 cos20 1d0 = 本 
由 于 |_Pdz 十 Qdy = | pgs: ONdz | 

BA 一 2 


W 


p(0)e dz = 0, 于 是 


—2a 
| <Pdz+Qdy = Sa 
AB 4 
例 5. 44( 全 国 大 学 生 2012 年 决赛 题 ) 


设 连续 可 微 师 数 = 三 z(x,y) 由 方程 
F(zxz 一 y,X 一 YW%) 二 0( 其 中 FF(u,v) 有 连续 的 偏 导 数 ) 惟一 确定 , 为 正 向 单位 贺 
周 , 试 求 


I = (72° Ze jdy— (re We" jdx 
解析 记 f(xyysz) 一 下 (zz — yx— WC) 


,应 用 隐 肾 数 方程 求 仿 导数 公式 有 
ee od 
A 

记 卫 二 一 (2xz 十 yz ),Q 二 xz 十 2yz，, 单位 圆 包围 的 区 域 记 为 DD, 应 用 格林 公式 有 

=||(Q’—P/ ydrdy = Ii(z 十 2zz 和 十 2y 人 

D D 


作 )+ (2z 侨 ++z 十 2yz 例 ) |azdy 
= | (22 一 : zx 开 十 开 。 9 zF 十 瓦 9 F +zE 
Ey VE yx ye 
+ 2 Br) drdy 


se | ex 二 2— 2z )drdy = 2|| drdy = Zt 
Db 


例 5.45( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 


已 知 了 是 y = wsinz(a 盖 0) 上 从 (0,0) 到 
(x,0) 的 一 段 曲线 ,a = 


时 曲线 积分 | (十 坊 d2 十 (ad 十 dy 取 状 
r 
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大 值 . 
解析 设 了 与 AO 所 围 区 域 为 D( 如 图 所 示 ), 在 D 上 
应 用 格林 公式 , 记 P = x 十 y, Q = 二 2xy 十 er , 则 


| Paz 十 Qdy -je x 二 )dzdy -| — 1)drdy 


= | dz| dy 
0 0 


三 a| sinzdz -a 1 0s qy 


0 0 


2 
1 = | Pdz 十 Qdy = 24—$r—|_Pdzr+Qdy 
0D) 


CQ 
一 =24 一 和 x 十 | dr 三 2a 一 分 r 十 本 开 
令 蛙 一 2 一 or 一 0 得 惟一 驻 点 a 一 人 ,由 于 9 :一 一 r 挟 0, 所 以 了 (二 ) 为 极 大 值 ， 
例 $. 46( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) ” 设 栈 为 x 十 y= 二 2x(y 宇 0) 上 从 O00,0) 
到 A(2,0) 的 一 段 弧 ,连续 晒 数 f(zx) 满足 
居 二 十 | >[Fcn) ejdzri (le —xry’)dy 
求 f(z) 
解析 设 | we 
AO 包围 的 区 域 为 也 ,应 用 格林 公式 ,有 
a | _yLf(z)+e jdz+i+ (ee —zy dy—|_y[L/(z) + 区 je (wr =awy dy 
NH-AD A 


=—||(e =y =a—edrdy—0 
D 
Ey 也 2cosg 省 
=||(+y drdytalldzrdy =| dg| pdp+ a 
D D 


Es L 4cosgdg 十 于 4 一 + 


解 得 a = 二 "是 Flr) = 2 


TT ee 
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例 S.47( 北 京 市 1996 年 竞赛 题 ) ” 设 孙 数 f(z,y) 在 区 域 D: x 十 y 三 1 上 有 
王 阶 连续 偏 导 数 , 且 3 + 一 6 ,证 明 趾 (< 如 二 > 人)dxdy 一 各 
解析 运用 极 坐标 变换 ,有 
中 az 卡 yo )drdy = | pdp| “(pcosOf! + psingf’ Yd 


27 
其 中 | (pcos9f, 十 psin9f")d9 可 看 作 沿 半径 为 o(0 三 op 三 1) 的 圆周 L 的 逆向 的 曲 


线 积 分 . 因 zxz 二 pcos0,y 二 psin6, 所 以 dx 二 一 psin9d9,dy 一 pcosbd0. iC D: 是 半径 为 
o 的 圆 域 ,应 用 格林 公式 ,上 述 积分 化 为 


| eb fdrtfidyldp=| oe + fo)drdy |dp 
=|p fn dg| ‘et di )dp 
=x| der jp 和 二 六 


例 5. 48( 精 选 题 ) ” 求 曲线 积分 | | y 一 x | dy 十 dz, 其 中 为 


本 二 有 玉 + 一 ]， 
i i he 三 2 


其 方向 与 x 轴 正 方 满足 右 手法 则 . 
解析 ”曲线 研 的 方程 可 写 为 
ls = 了， = 一 广 


将 玉 的 位 于 yy 一 工 上 方 的 部 分 记 为 有 ,位 于 y 王 工 
下 方 的 部 分 记 为 用 ,与 y 三 工 的 交点 记 为 A， 
B( 如 图 ). 将 工 所 围 的 圆 域 用 AB 分 为 Di 与 Di , 则 


原 式 三 | G—zdy+t], (一 Ydy 直上 0 


zdy+| ,| 琶 (xX 一 y)dy (应 用 格林 公式 )》 


后 
[ 朗 一动 一 本 dzdy JE (x —») —20]dzdy 
1 


dy 二 | 人 


D; 


对 道生 
2 4 0 
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例 S.49( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) ”计算 曲线 积分 中 2 


Tr” yy 
(1) C 是 正 向 圆周 (zx 一 a 十 (y 一 a)? 二 3 
(2) C 是正 回 曲 线 | xz | 十 | y |= 


解析 记 P = = i > , 则 
yy 


sd 
zy 


Yi 
Q: = P, = (二 


(1) 设 人 Dr—ay (yy—ay) Se v Q 在 D 内 俩 导数 连续 ,应 用 格林 公 
式 , 有 


ei 


(2) 设 Ds: |z| 十 |y| 志 1,P 和 Q 在 Ds 内 偏 导数 不 连续 , 故 不 能 应 用 格林 公 
式 . 在 C 内 作 贺 :x: 十 y = (0<e< | 取 人 负 问 . 


设 C 与 包围 的 区 域 为 D;( 如 图 所 示 ) ,在 区 域 D; 上 应 
用 格林 公式 ,有 


| 2 - -Je Pr ydedy = 


由 械 的 参数 方程 x 二 ecos0, yy 二 esin9, 得 


bo -| 3 二 站 | wdy—yda 
i i :di hk rr XY 


[二 “cos*0e Sin 0 — 97 


0 E 


. _ ary’ ss 
例 $. 50( 精 选 题 ) 已 Pws3 (zx? ry) = ( 元 2 十 - vy 


常数 a 和 ,使 得 | Pdz 十 Qdy 在 区 域 D = 二 ((zx,y) | 字 十 风 之 0) 上 与 路 径 无 关 ; 


(2) 求 Pdzr 十 Qdy 在 D 中 的 原 函 数 . 
解析 (1) 在 区 域 D 上 ,P,QE€ CW ,由 于 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 
P= 入 ss 而 


. (1) 求 


p'= 2 xy) QQ 一 二 4 yA 十 六 ) 一 4 
(zy) (zy) 


所 以 A 一 1 二 1, 二 2asBA = 2 9 = 4 ,此 时 


pp _ dry’ 6 
(Tz TY (十 这 站 
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(2) 令 Pdz 十 Qdy = du; 则 t= P,w== Q, 于 是 


u(x,y) 一 | PCzy)dz 十 g(y) = | 
一 一 Bt 
代入 风 王 Q 得 
即 三 0. 取 2(y) = C, 得 所 求 的 原 图 数 为 x 二 一 下 起 


例 5.51( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 )” 设 f(x) 连续 可 导 ,f(1) == 1,G 为 不 包含 原 
点 的 单 连通 域 , 任 取 M,N E G, 在 G 内 曲线 积分 | 5 二 二 CCydr 一 rdy) 与 路 和 
无 关 . 

(135 求 (2)， 


(2 求 | Cydlz 一 zs 靳 中 卫 海 ww 让 = a ,也 册 . 


ee 
FF 22 十 扑克 


解析 Pry = ; QTY) 一 ,因为 在 G 内 曲线 积 


A WE 
2z2 f(y) 27z2 十 f(y) 
aQ ap 
分 | Pdz 十 Qdy 与 路 径 无 关 , 所 以 Y (zx,y) € G, 有 守 = 守 , 即 
M Ox Oy 

2z7:— f(y) _ 2r++ f(y)— yf (y) 


C2 直 FCW C2 十 江 放 大 


由 此 推 得 yf (y) ==2f(y), 又 f(1) = 1, 解 此 变量 可 分 离 的 微分 方程 得 f(y) 一 交 .于 
是 f(t 二 玉 ， 

取 小 椭圆 I ;2x 十 y 一人 站, 取 正 向 ,e 为 充分 小 的 正 数 ,使 得 工 位 于 本 的 内 部 . 
设 卫 与 也 所 包围 的 区 域 为 D. 在 D 上 ,P 和 Q 的 一 阶 偏 导数 连续 ,日 Q' = 已, ,应 用 
格林 公式 得 


| Pazr+Qdy=||(Q;—P’)drdy=0 
I D 
这 里 下 为 负 向 ( 即 顺 时 针 方 向 ) ,于 是 
原 式 一 | pdx 4 Cy = 一 | Pdr +Qdy 一 | Pdz+Qdy 


=] 去 | 一 e sin 人 COS 4)ag a 


例 5. Neri a 1976 年 竞赛 题 ) ”计算 曲线 积分 
"D3 
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u dv ©— vdu 
L U + 
其 中 = 二 ar 和 十 by,v= 二 cr 十 dy(ad 一 te 了 关 0),L 为 xy 平面 上 环绕 坐标 原点 的 单 闭 
曲线 , 取 逆 时 针 方 问 . 
解析 将 uw 二 ar 十 by,v 二 cr 十 dy 代 和 人 人 原 式 得 


= tb We 
原 式 = (ad wh (Zr 十 这 十 (cz 十 cy 六 


ER ss 2 -we 的 
上 (az 二 ey) 二 Gee dy》 = (azr + by)’ i 十 cy)2… ' 则 
' 二 .本 己 (ta 
[(ar+by) :+ (crtady)y | 
由 于 (w,v) 二 (0,0) 合 (zyy) = 二 (00), 所 以 在 (x,y) 天 (00.0) 的 区 域 上 ,曲线 积分 
与 路 线 无 关 . 在 单 闭 曲线 区 内 部 取 椭 圆 卫 : (az 十 by 十 (cr 十 dy)* 二 pp( 道 时 针 方 
向 ) ;p 之 0 充分 小 , 则 


ph Ws 
原 式 二 (ad ey 放 基于 


= (ad — be) 圳 zdy 一 yd = ad — te) 刘 2drd 


这 里 D 为 椭圆 包围 的 区 域 对 上 式 右边 的 二 重 积分 作 换 元 变换 , 令 == az 十 by， 
v= 二 Cz 十 dy; 则 


OA(u,v) OA(u,v) ad — be 
DCzyy) 
于 是 
原 式 = 择 (Di 为 圆 域 好 十 下 一 挛 ) 
D, 
,Sd 2 


”二 二 2 


pF Taki'™ 

这 里 士 的 选取 是 当 ad 一 放 0 时 取 正 号 , 当 ad 一 & 二 0 时 取 负 号 
例 5.53( 莫 斯 科 电 气 学 院 1976 年 竞赛 题 ) ” 设 P(xz,y),， Q(x,y) 在 全 平面 上 
具有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 沿 着 平面 上 的 任意 半圆 周 L:y== yo 十 VR 一 (x 一 x0)?， 
曲线 积分 | P(z,y)dz 十 QGzyy)dy 王 0, 其 中 zy 为 任意 实数 , 尺 为 任意 正 实数 ， 


求证 :(1) Plz,y) 二 0;(2) R=0 | 
解析 (1) 如 下 图 所 示 ， VY (xo,Y60) 和 Rs VR>0;,Lk(z + Vo) 为 圆心 ,以 RR 为 
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半径 作 上 半圆 周 工 , 取 逆 时 针 方 向 ,起 点 为 A(zxo 一 
尺 ,yo), 维 点 为 B(x 二 Ryyo ) , 则 | 


i _Pdz 十 Qdy =|o 一 ijdedy 本 ) 
2 


对 (1) 式 右 端 应 用 积分 中 值 定理 , 3 (&, € 了 ,有 


QPYardy = (QP 


D 


wi 
对 (1) 式 左 端 有 
| -Pdz+Qdy=| Pdr+Qdy+| Pdz+Qdy 
i 0 十 | ”Pdz， 

对 此 式 右 端 应 用 定 积分 中 值 定 理 , jc € (zo 一 RR,zo 十 R), 有 

| ”Per'y)dz = te hy (3) 
将 (2) 式 与 (3) 式 代 和 人 (1]) 式 得 

2P(e,y) = 357rR* (CQ 一 已 ) 


(é, 2) 


令 R 一 0, 此 时 cc 一 xz, (人 了) -> (2oyy) 得 P(zoyvy) 一 0 由 (zyy) E R 的 任意 
性 , 即 得 P(x,y) 三 0. 

(2) 〈 反 证 法 ) 假设 3 (a,6) € RR, 使 得 Qi(a,b) 二 0( 或 过 0). 由 于 QE 
CCGR ), 所 以 3 (a,6) 的 邻 域 避 , 使 得 Q.lweuy 二 0( 或 二 0) ,在 邻 域 坟 内 取 上 半 
圆周 工 , 则 


| Paz +Qdy = |_Qay 二 在 三 Jo dd 0 (zt 


此 为 矛盾 式 , 故 有 并 和 


5.2.7 曲面 积分 的 计算 ( 例 5. 54 一 5. 56) 


例 5.54( 北 京 市 1992 年 竞赛 题 ) ”计算 曲面 积分 
7 = 2dydz 站 dzdx dzdy 


2 
XCOSA COS'Y ZEOS' 


其 中 S 是 球面 zx 十 y 十 屏 二 1 的 外 侧 . 
解析 由 S 的 对 称 性 ,可 知 
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二 中 Ee COS2 x Fe dedy 


T ] i 1 
Re -一 一 一 全 一 一 i 
| coszz ”> J Os V1l—z—Yy J cos(— V1l—z—Yy) 


xz +ty <l 天 十 六 去 ] 


_f『 1 
1=| — ls-dzdy 
. 
1 


= Vl=2x—yreos Vl—i—Y 


2 三 1] 


1 

-小 = V1—x—ycos(— Vl—2 = 

= | 有 dy 
sy 村 上 一 过 — YY OS 由 一 兹 一 ， 


r+y 靳 ] 


27 1 1 1 1 
站 由 1 ks 
0 0 ] — COS2 Tze? 0 caOsz Ls 


一 一 4rtan Vl—p 


d(V1—p) 


1 
= 4xtanl 
0 


例 5.55( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) ” 设 S 表 示 球 面 z* 十 yy 十 xz 二 1 的 外 侧 位 
于 过 十 多 一 二 委 0, = 二 0 的 部 分 , 试 计 算 了 一 ||zsdydz 十 ydzdz 十 zzdzdy 
解析 曲面 S 在 zy 平面 上 的 投影 为 
D= {zs | 
由 于 下 三 营 十 二 一 1 二 (Ess ) 二 2(xsys2); 故 


学 
=|(== 一 一 一 十 1 一 2 一 yy jzd 
| vT 一 到 一 六 ) > 


> 


因为 世 关于 y 为 奇 函 数 , 刀 关 于 y = 0 对 称 , 故 | dzdy = 0) 
D 
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l arCeOSO | 过 cosg 
3 i 于 一 2| dg| 3 
?| do| A Gd8 十 2 d9 ,bP dp 


a = 中 Fs (Br 9) I 都 十 旦 i 2 cos 0d0 


] a 羡 
=2| 一 全 一 (YI 严 一 计 G 一 三)dp 十 于 
9 z 


0 十 二 sin20 十 5sin4g) |， 
人 xn 3 38 ，5 
一- 0 一 一 一 一 一 二 一 一 一 
9 Se Be )dp+ 4357™ 105 1 327™ 
例 $. S6( 精 选 题 ) ”计算 曲面 积分 


yz(y —z)dydz 二 xr(z— Tdzdz TT zy(tx— ydzrdy 


其 中 5 是 上 半球 面 z 二 VRr 一 一 Y(R 之 1 在 柱 面 (z 一 也 ) 十 光一 1 之 内 


2 
部 分 的 上 侧 . 
解析 记 F(x,ysz) = 二 工 十 十 z* 一 4Rz = 二 0(z 宇 0), 则 曲面 5 的 法 向 量 为 
-== ( 世 一 2Riy52)s 于 是 


dydz _ dzdx _ dzdy 
天 一 2R y 之 


We 


原 式 一 | xx(y 一 2 二 (一 2R) 十 2 (和 一 元 ) 的 + zy(z—y) |dzdy 


= 2R|I|ly(z— y)dzdy 


记 曲 面 Y 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 为 D,D; (+ 一 号 ) 十 y 之 1, 风 


原 式 三 2R| > V4Rr 一 天 一 天 一 y)dzdy 
Dp 


| 


2R||y ViRr —z —y drdy— 2R| | Ri 
D D 
-一 2R|| ydzdy 
万 
令 开 二 十 ty = v0 记 广 让 十 于 半 4, 则 
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原 式 三 一 2Rj| dudvu (u = pcosb,v = psing) 
Dl 


2x l 2x E l 
一 一 2R| dg| p’ sin’ Odp =— 2R| Sdy 。 | p' dp 
0 0 0 0 


= 一 2R(x。 十)}= 一 六 rmR 


5.2.8 应 用 斯 托 克 斯 公式 解 题 ( 例 5.57 一 5. S8 ) 


例 5.57( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 已 知 a,8 为 常 向 量 , 且 aXb 王 (1,1,1),r 一 
(zy，Z)， 
(1) 证 明 :rot(a 。r)D 一 QXD; 


(2) 求 向 量 场 4 三 Ca。.r)b 沿 闭 曲 线 工 : 


逆 时 针 方 向 ) 的 环流 量 . 
解析 【ly 志和 三 (aiyasyls) 则 @ sr= zz 二 taytaz. 记 f= 二 aiw + 
ay 十 aizx, 则 


到 十 及 十 和 三 


上 
we 


rot(a. b= yxX(fb)= (vxXb)+(v1 Xb 
= 0 十 (al ,az ai) Xb=axb 


(2) 中 一 0(z 旨 坟 不 党 < 1) ; 取 上 侧 , 应 用 斯 托 元 斯 公式 , 则 环流 
量 为 


| 4 。dr = ||rotA “ndS -| Xb).ndS 
> 5 


一 | ydz 十 dzdz 十 dzrdy 一 站 cosa 十 cos8 十 cosy)ds 


Th 
-| 1+) = as = iv = 
例 5. 58( 北 京 市 1991 年 竞赛 题 ) 设 空间 曲线 C 由 立方 休 : 0 之 + 之 1,0 之 y 
入 1,0 和 = 去 1 的 表面 与 平面 zx 十 y? 十 = 一 六 相 截 而 成 ,从 = 轴 正 向 看 去 ,C 取 逆 时 


针 方向 ,计算 中 (2 —y)dzi+ (zr —e)dyi+(y — 7x )dxz. 
解析 如 下 图 所 示 , 设 截面 上 侧 部 分 为 曲面 5S, 它 在 xOy 平面 上 的 投影 的 面积 
为 宇 ,S 的 法 向 量 为 n 一 (1,1,1) ,其 方向 余弦 为 cosa = cos8 = cosy = 


中 原 题 没有 给 出 C 的 方 问 . 
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今 忆 三 一 wy — ,起 -一 y 一 x ,运用 斯 
托 殉 斯 公式 ,有 
中 (zz:—y dr (rm—z)dy+ (yO—zx’)dz 


ll Rj dydz+ (A — 人 dzdz 


OZ 


or Oy 
= y+ 2xz)dydz 直 (22 2x)dzdz 二 (2x 二 2yydzdy 


i -| Dosh- ma nnd 


-二 i SdS 


dS 


一 23 | = dy = =— 
请 
5.2.9 应 用 高 斯 公式 解 题 ( 例 5. 59 一 5. 66) 


例 5.59( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) 设 了 为 yOz 平面 上 的 一 条 闭 曲 线 ,S 是 以 
玉 为 边界 的 有 向 光滑 曲面 的 前 侧 , 求 


Jz — ydydzt yz —2)dzdr tz(y’ 一 她 )dzdy 
s 

解析 记 
Ps wy), QE yrs), R= wy —e) 


则 人 十 他 十 3: 一 0, 故 曲 面积 分 与 曲面 无 关 . 记 闭 曲 线 开 所 围 的 平面 区 域 为 也 , 取 
前 侧 , 则 


原 式 = || Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzrdy 
D 
=- 十 |zcz = yy) | ,dydz 十 0 十 0 一 
b 
例 $. 60( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 设 5 为 xz? 十 十 z? 二 1(z 宇 0) 的 外 侧 , 求 
||zz’dyd: 二 dzdz 十 2z(z* 十 y)dzdy 
5 
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解析 Ti 5 a < ls = 0, 取 下 侧 ,P == zxx ;Q@ = yz ;R= 2z(x ee » 
应 用 高 斯 公式 , 则 


原 式 = || Pdydz= 十 Qdzdz 十 Rdzdy Pa 四 申 Rd 


315 


= 站 Ps+QHRD)day+o (CQ: tty + 1, 0) 
0 


2 2 1] 
= (+ +27 +2y dV =2| dg| dp| 7 rsingdr 
0 DO 0 
0 


sl 
5 


例 5S.61( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 )” 设 为 球面 区 十 yy 十 = 2z, 试 求 曲面 积分 


4 
一 -一 一 一 
0 


9 


J ty ta ey te ty te yd 
解析 因 曲 面 关 于 平面 x = 二 0 对称, 又 关于 平面 >= 0 对称, 则 应 用 曲面 积 
分 的 奇偶 对 称 性 化 简 原 式 得 


原 式 = | 十 六 二 一 丰 和 十 站 十 之 一 z)dS 
5 


EP D( 外 侧 ) ,Socs ~ es, | 二 dS, 将 原 式 化 为 第 二 型 曲 


~ 


面积 分 ,再 应 用 高 斯 公式 计算 (其 中 QQ:z 十 yy 十 xz 二 2z), 则 
原 式 = ||[(z Ft 二 Wy 上 (二 (tz 一 Dl 
> 3 
=|‖ ce dvd Ct ede F(a 4 nd 
= sj 十 泡 十 三 十 DDdsdydg 
Nn 


2 Try/ 2 2cos gp 4 
三 3| dg| dy| rsinpdr 十 3 X 3 > 
0 0 0 
8 网 本 32 32 
fcOs 工 | ， 十 4r 三 ET 十 4r 一 三 区 


2 2 2 
和 站 十 千 二 1 (a 065 0 人 0 
a b C 
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上 点 Czyyyz]) 处 的 切 平面 的 距离 , 求 | p(x,y,z)dS 
解析 方法 1 椭 球 面 -3 十 总 十 二 一 二 1 任 一 点 P(x,y,z) 处 的 切 平面 方程 为 
于 十 六 十 人 学 = 1, 坐 标 原点 到 切 平面 的 距离 


] 


p(T Yi) = 
ca 各 
A ee 
记 w 一 所 十 委 去, 则 gz 一 去: 于 是 
-本 a 
je = ‖ As- 六 ( 村 十 各 十 扫 )dS (1) 
因 椭 球面 3 上 P 点 处 的 外 侧 法 向 量 的 方向 余弦 为 
一 = 过 $B 一 ， sy 一 -到 
Eom 一 ra cosB Fp: COsSY fe 
由 此 化 简 (1) 式 得 


cz Vs da = Eu 十 ycos8 十 zcosy)d9 
> 
= zxdydz 十 ydzdz 十 zdrdy (高 斯 公式 ) 


= aav = 六 Snabe 一 4xabc 
n 


方法 2 g(x,y,z) = 一 一 一 一 的 求法 同方 法 1, 因 p(x,y,z) 分 别 关于 
[十 入 
a p’ Cc 
Xx;y,z 和 甸 为 偶 旺 数 ,5 关于 xz = 二 0 对 称 , 关 于 yy 二 0 对 称 , 关 于 zx 二 0 对 称 , 设 3 位 于 
第 一 填 限 的 那 部 分 曲面 为 , 风 | 


-一 


[gry12)dS = 8||p(r,y,z)dS (2) 
4 


曲面 51 的 方程 为 z = cea/1 一 (TX 宇 0,y 宇 0), 马 在 zy 平面 上 的 投影 为 


2 2 
D, =| 入 十 和 站 志 1,2 这 09 这 0, 由 于 
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代入 (2) 式 , 并 令 工 三 oacosg,y 二 obsing, 则 


peeraods=- = sd|| 一 -一 一 dxdy=- sc dg| pp 
D, 二 g lp 
] 


= dcaxab(— LI 一 及 ,= 4xabc 


例 5. 63( 全 国 大 学 生 2011 年 决赛 题 已 知 S 是 空间 曲线 |” ””!' 线 y 


轴 旋 转生 成 的 椭 球面 的 上 半 部 分 (> 三 0) , 取 上 侧 ,也是 S 在 P(zx 四 点 处 的 切 平 
面 ,oCzyyyz) 是 原点 到 切 平 面 LU 的 距离 ,人 MD 表示 3 的 正法 回 的 方向 余弦 ;计算 ， 


之 
人 es 
(2) ||lzCAz 十 3wy ww)dS. 
5 


解析 ”根据 题 意 ,可 得 旋转 曲面 S 的 方程 为 xz? 十 3y 十 x2 二 1(z 三 0). 曲面 
S 上 任 一 点 P(rz,y;z) 点 处 的 切 平面 工 的 方程 为 xX 十 3yY 十 xZ = 二 1, 于 是 


] 


(Ra ee = 
(二 
记 Vu 二 Vz 十 9y 十 , 则 曲面 S 的 外 法 向 量 的 方向 余弦 为 
1 一 cos 一 三， n= £08 = 3 一 sy = 
(1) 令 3;z 二 04 十 3y 亿 1), 取 下 侧记 5S 与 包围 的 区 域 为 0, 则 
| ss 


-小 Er | i 
S$ 


u 


ss [eave 十 3yzdzdz 十 zdzxdy 
< 
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= Pzzdyd 十 3yzdzdz 十 对 dzdy (下 式 应 用 高 斯 公式 ) 
Sts 


= | Ged = 6| dz|| edly 


全 D(z} 


1 一 7 
= 6x| = VI—2 dz = 如 x 
0 


(2) 记号 同上 ,计算 过 程 同 上 ,有 


JQ 十 34y 十 ww)dS = zrdyd: 十 3zydzdx 十 zx dxrdy 二 3 
ss 


S15 


例 5. 64( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 计算 | Pe 


柱 面 z? 十 y* 二 1 界 于 z= 二 0 与 x 十 y 十 z = 2 之 间 部 分 的 外 侧 . 

解析 记 3:z 十 y 十 zx 一 2( 界 于 了 十 光志 1 内 的 部 分 ), 取 上 侧 ; 记 3 :z 一 0( 界 
于 袜 十 到 过 1 内 的 部 分 ), 取 下 侧 . 记 5 ,S31,5; 所 包围 的 立体 区 域 为 02. 在 QQ 上 应 
用 高 斯 公式 , 记 呈 : 达 十 内 科 1, 则 


| Xx‘ dydz++ ydzdzt + zdzrdy 


213 +43, 


一 = 中 + 十 z)dV = 下 dr， yr 
I - 引 二 + ye 国 lls ts 


一 wll 十 六 十 2xy)dzrdy 二 47 一 


| + y )drdy 


国 


es aa 本 a 
SR [ag) pop Sn 


zaydz +y dzdr+t zdrdy = oasis 二 省 


22 


llE ‘dydz 十 ydzdz 十 2*dzxdy 一 | (zy 十 jdzrdy 
Ss 


} 


-fs 十 六 十 (2 一 x 一 y)?jdrdy 
D 

= | cz +2y 二 4=4zx 一 4y 十 2xy)dzdy 
D 

=2)| (+ ydrdy+4hlldrdy +0 
D Db 
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ZK ] 
=2| dg| pdpt+4r= Sn 
0 D 
于 是 
原 式 二 2|| (r+ y+ zdV —|| zdydz + y dzdz 十 zdzdy 
n 3 


"le dydz 十 y dzdz 十 x dzdy 


一 了 fr 一 5r 一 0 er 


2 
例 S.65( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 设 3 为 z 十 风 十 所 三 1(z 过 0) 的 外 侧 , 连 
续 函 数 f(z, y) 满足 


Fry) SS SE — 3 二 |zcz 十 ex)dydz 十 y(z 十 e*)dzdx 
二 [zf(x,y) ~— 2e: |dzdy 
求 f(y 
解析 设 J +B dye ty 二 全 人 


flr,y) ss Wn 设 咯 为 xy 平 面 上 的 圆 z :十 y 过 1,51 为 DD 的 下 侧 ,Q 为 
上 3 与 31 包围 的 区 域 ,应 用 高 斯 公式 ,有 


二 | neat eve yee er dad | Fef ltrs = Se vly 
35 


一 ||zx(z: 十 e)dydz 十 y(z: 十 ex)dzdzr 十 [zf(zx,y)— 2e: |drdy 


5 


a 


= [2 +2Cr—y) +aldv+||(—2drdy 
| D 

一 中 czcz 二 一 一 2 
也 


2 三 ] 二 
3 ?| do| singdg| rtdr 一 0 十 二 ma 一 2x 一 十 全 ra 
0 站 0 


! 18 2 18x 
故 a = 二 yp 于 是 f(x5yY) = ZrO—y) 十 5 一 3 


例 $. 66( 全 国 大 学 生 2016 年 决赛 题 ) 设 PCzyyy,z),RCGz,yyz) 在 空间 上 有 连 
续 俩 导数 ， 记 上 半球 面 9:z 一 zo 二 V7 一 必 克 一 这 0 一 下 六 一 We) OE 大 对 
任何 点 Cn ,ys) 和 > 0, 第 二 型 曲面 积分 | Pdyds 十 Rdrdy 一 0, 证 明 

解析 记 上 半球 面 $S 的 底 平 面 为 DD， 方向 向 上 ， DD 的 下 侧记 为 Di. en 


围 的 区 域 为 2, 应 用 高 斯 公式 得 
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| pi ly | (站 十 2 十 裤 )dzdydz (1) 
SD 有 


D 


F||Pdydz+Rdrdy =0,|| Pdydz+Rdzdy = (zy mYdrdys 检 太 (9 谍 得 
-Reysajdrdy = 用 (如 二 问 )drdyds 
人 
此 式 两 边 分 别 应 用 二 重 积 分 中 值 定理 和 三 重 积 分 中 值 定理 得 


—R(é,t,zo ne = 记 T 


,得 
(a Y) 3 


好 
| 2 
(ws ¥) 


Rb =| 


于 是 ]imR(6， Cs ) 一 一 R(x "V0 sy 和 册 上 (26 9 VD 过 5 ) 的 任意 性 , 即 得 RCRy yy) 
三 便 , 代 {2 式 得 


(87)dyd=0 
下 面 根据 上 式 证 明 2- = 0 sw | 关 0( 不 炉 设 大 于 0), 由 于 
2 - 连续 ,所 以 当 正 数 > 充分 小 时 ， 2 > Q(x, yyz) € (2),， 政 || (37) drdyde>0 
a = 
5.2. 10 ”多 元 函数 积分 学 的 应 用 题 ( 例 5. 67 一 5. 76) 


例 $. 67( 北 京 市 1988 年 竞赛 题 ) 求 由 曲面 z= 二 并 十 六 和 z= 二 2 一 Vx 十 
所 围 成 的 体积 V 和 表面 积 S. 

解析 由 二 目 芝 这 = 2— Vx 十 六 联 立 解 得 zi 二 ] ,xz2 = 4( 舍 去 ), 所 
围 部 分 在 xOy 平面 上 的 投影 区 域 D 为 x? 十 y 过 1, 于 是 


人 | 贡 而 杂 一 "2 玫 v 
[2 VT FY ty) drdy=| dg 2 一 o 一 zedo= HE 


s- J (Bs) + (Fs) bt) VT Tay 
” D 
=||Vi+ Vir Ty drdy = var+| dl ViTd + pdp 

D ‘ “0 


2 [2 > fe 
一 VEr 十 亚 。 研 (十 40 和 | = 可 咕 十 车 司 央 一 候 | 
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例 5. 68( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) 有 一 形状 为 直角 三 角形 的 薄 铜 片 ,其 质量 面 
窗 度 f(xy) = 二 玉 1 一 x 一 2y)y 广 话 0,y 宇 0,1 一 天 一 2y 演 0 为 正和 常数 . 今 从 中 
截取 一 矩形 铜 片 (该 征 形 两 条 邻 边 位 于 三 角形 的 两 条 直角 边 上 ) 使 其 质量 最 大 , 求 
该 矩形 钢 古 质量 与 夯 直 和 角 三 角形 铜 片 质量 之 比 . 

解析 如 图 ， 设 定 形 钢 片 与 原点 OO 相对 的 项 点 为 (zo » Vo ) , 则 1] = 一 2yo = 

-角形 铜 片 D 的 质量 为 


M= |k(1— zr— 2y)drdy 
J 


1 
(ZYy+ EE— Ldy 


ra | 


ss | dz| 


= 一 全 | (2y 二 Zz 一 1)” | dr 
= “| (z= 1)dr = 


届 窍 形 铜 片 为 D; , 则 和 定形 铜 片 的 质量 为 


i kl (1 =m= 2y)dnlsy = | | dz| 一 六 到 
ai 9 0 


用 


| 


a «| [y, (1 — zx)— ydr = kroy, (1 5 EE 


二 二 ,zo 一 六 时 王 取 最 大 值 全 .所 以 所 求 质量 之 比 为 全 二 各 一 过 . 
例 $. 69( 江 苏 省 2000 年 竟 赛 题 ) ”已 知 两 个 球 的 半径 分 别 是 wa 和 pb(a 之 已 , 且 
小 球 球 心 在 大 球 球 面 上 , 试 求 小 球 在 大 球 内 的 那 一 部 分 的 体积 . 
解析 方法 1 用 二 重 积分 计算 . 如 图 , 设 大 球面 的 方 
程 为 
十 天 十 守 二 


小 球面 的 方程 为 


x yy 二 (zz—a) = 


| 2 
两 球面 的 交 线 在 zy 平面 上 的 投影 所 围 的 区 域 D 为 x 十 y 过 (之 Va —B ) , 则 所 
求 立体 的 体积 为 ( 记 k 一 艺 Va 一 区 ) 


。 245 。 


高 等 数学 竞赛 题解 析 教 程 


V = 外 [三 Ey tayo 一 和 一 池 ) jdzdy 
D 
2r ~k " 
=| 0 Ve-B + VE-F elladrdy 
六 


一 2x( 一 二 pf): — 坟 (5 -pp ) esa 


一 ce tA | — ank’ 


一 Sx (ab 下 + 一 x(w 一 乞 )= 0 (3 = 


2 2 4a 


方法 2 用 定 积分 计算 . 如 图 , 设 大 圆 的 方程 为 过 十 
二 @ ,小 圆 的 方程 为 立 十 (y 一 a)” = 二 大 . 两 圆 方程 联 立 解 得 


交点 的 纵 坐 标 为 % 二 a 一 乞 . 所 求 立体 为 两 圆 公共 区 域 绕 y 
轴 旋 转 一 周 的 旋转 体 ,其 体积 为 


WW 二 | zidy 十 | zidy 
加 


a—p 


这 里 = 二 玉 一 (y 一 a ,二 一 六 .于 是 


WV 二 | [六 —(y—a)"Jdy+| (a’ — yy dy 
ob 0 
nw (yo 一 & 十 0) — ty—ay 


| 
”1 


十 Xa: (a 一 Yo) 一 
a—b 

六 交 二 5 十 本 二 二 6 一 Se 寺 3 达 = 一 二 太 
TOY 7 十 必 3 0 Ya 3ya a 3 


3 2 a | Yn 
ee 
3 3 


例 5.70( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) ” 求 由 曲面 工 十 y 二, 区 一 六 = 土 a zy 二 
土 扩 和 x 二 0 围 成 区 域 的 体积 (其 中 a,6b,c 为 正 实数 ). 

解析 题 中 6 个 曲面 关于 和 平面 对 称 , 关 于 zz 平面 也 对 
称 ,x 平面 与 xz 平面 将 该 区 域 分 为 4 块 等 体积 区 域 ,将 第 一 
填 限 的 一 块 投影 到 zy 平面 上 得 区 域 刀 其 中 区 域 QABO 记 为 
D ,了 AOB = 一 ww 区 域 OBCO 记 为 应 ,一 AOC 记 为 如 图 所 


示 ). AB ,BC,GE 的 极 坐标 分 别 为 


2 2 20- 2 = 


= se = 
人 cos20” 庆 sin20” 人 径 cos20 
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因此 立体 区 域 的 体积 为 
wi 和 加 如 ob ] 
三 出 a ty)drdy=4| dg ed 
' 
__ 悉 划 nD , 4 f fm 人 , 4 3 内 分 
= ,a9), pdt cle), poptel), do), pdp 
1 a 月 481 1 去 1 
| cos” a | sr C | pe 


| 7 
一 Q_ian2。 一 2 cot20|" 十 2ctan20| ， | 
2c C 四 


由 于 ol (Ca) = pz(a), p(B) = p3(B) ,所 以 tan2u = ~ = 本 ,于 是 


例 5.71( 莫 斯 科 食 品 工 业 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 将 地 球 看 作为 半径 至 为 R 的 球 
体 , 假 设 大 气 层 的 质量 分 布 密度 服从 规律 p(h) 二 Re ,这 里 有 为 质点 距离 地 球 表 
面 的 高 度 ,& 为 正常 数 , 试 求 地 球 大 气 层 的 质量 . 

解析 ”以 地 球 中 心 为 坐标 原点 建立 空间 直角 坐标 系 , 采 用 球 坐 标 计算 ,大 气 层 
的 质量 为 


2 nt to 
py = | dg| dg| R Ee 2r。2，。 | Rr2erkr-R) dr 
0 


=4xR(—)|* jy 了 一 中 re 


ee 4 3 _ 8xR i 
i ls R |。 有 dr 
办 3 8xR” 8rR 4 » 2R 
= 一 二 XR( 居 十 全 + 各 ) 
例 5.72( 南 京 工业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) ” 试 求 曲线 |” 一”, 上 的 点 
文生 学 十 之 
(下 ,和 ,2 垂 到 (下 ,六 红 ,0) 间 一 段 的 孤 长 
= 一 一 t 9 
解析 设 |”_“。， .的 参数 方程 为 
wo i 3 TX TT 
z=ts T=/snt, =eost [ 当 过 
则 
3 2 
(一 | /EY TY T=| tsint) dt 
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地 1 十 即 = 2 /六 2 Py Vx 5 十 | V2 ] | 
= 了: f 由 一 (十 邱 : )|; = 入 [2 | (于 jx 
例 S.73( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 曲线 AB 的 方程 为 2 和 症 y = 4y 二 3(z 实 


0) ,一 质点 忆 在 力 F 的 作用 下 沿 曲线 AB 从 点 A(0,1) 运动 到 点 B(0,3), 力 下 的 大 
小 等 于 点 P 到 定点 M(2,0) 的 距离 ,其 方向 垂直 于 线段 MP , 目 与 y 轴 正 问 的 夹 角 
为 锐角 , 求 力 下 对 质点 PP 所作 的 功 . 


解析 ”根据 题 意 ,得 MP = (x 一 2,y) ,二 (y,2 一 xz), 功 


W = | ~ydz 十 (2 一 z)dy = 中、 dy — | 了 dz 二 2 = 3)dy 
AB 


AB+BA RA 


3 
= 一 下 dzdy 十 | 2dy 一 一 2 。 po 1 十 4 二 4 一 x 
1 
D 


其 中 了 为 AB 与 y 轴 所 围 区 域 
例 5.74( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 已 知 曲线 AB 的 极 坐 标 方程 为 p= 二 1 十 
ao 一 要 过 BE 本 hh 一 质点 在 力 下 的 作用 下 沿 曲线 AB 从 点 A(0. 一 1) 运动 到 


点 B(0， , 力 下 的 大 小 等 于 点 P 到 定点 M(3.4) 的 距离 ,其 方向 垂直 于 线段 MP ,日 
与 y 轴 正 问 的 夹 角 为 锐角 , 求 力 下 对 质点 PP 所作 的 功 . 
解析 根据 题 音 , 得 MP = (x 一 3,y 一 科 ;, FF 二 (y 一 4,3 一 芭 , 功 


WwW = (Wy) dy 
AB 


下。 (yds 二 (3 — 2dy -| co 一 bdz 二 一 
AB+BA BA 


I 3 
一 中 dzqy 二 | 3dy 三 一 ?| cd 十 6 = 一 让 (1 十 cosO)  d0 十 6 
一 ] 0 w [【) 


< 人 


一 ——2| (3 一 十 2cos0 十 cos20) dg ++ = = > 


其 中 了 为 AB 与 y 轴 所 围 区 域 . 
例 $.7S( 莫 斯 科技 术 物 理学 院 1976 年 竞赛 题 ) 在 区 域 二 二 x 十 站 十 2 过 4 


上 , 畏 数 f(z,y,2) 与 g(zx,y,z) 具有 二 阶 连续 的 偏 导 数 , 上 5 为 球面 x 十 WW 十 之 二] 
的 外 侧 , 求 单位 时 间 内 向 量 gradf X gradg 通过 5 的 流量 . 
解析 gradf X gradg = (fr ,fy,f:) X (gr, gy,g) 
= (fse.— flgss fg — fas fig'— fg) 
记 P= fae— fgyrQ = fa:— fg R= frgy— gr 了 十 风干 逐 过 1 应 用 高 
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斯 公式 ,有 


| de 


= | (P+ Qt+ RY)dv 


9 
& 7 / A YA / -ff Fr f a fj 
= 中 (fog frgs— fg — fgyt fg fg — fogi— fgst fig 
f 
+ figs— furg— frgr dV 


| pn 
四 oav = 0 
Kg 
例 $.76( 陕 西 省 1999 年 竞赛 题 ) 给 定 面 密度 为 1 的 平面 薄板 也 : x 三 y 达 1， 


求 该 薄板 关于 过 D 的 重心 和 点 (1,1) 的 直线 的 转动 惯量 . 
解析 令 重 心 的 坐标 为 (z,5), 由 于 DD 关于 x = 二 0 对称, 可 知 二 二 0. 且 


于 是 DD 的 重心 为 (0, 训 ). 


过 重心 与 点 (1,1) 的 直线 上 的 方程 为 27 一 5y 十 3 二 0. 由 于 D 上 任 一 点 (zx,y) 


到 直线 工 的 距离 为 4 一 上 2 站 二 5Y 十 3 , 政 所 求 转动 惯量 为 
/29 


_ 六 他 
1 = 290) 5y 十 3)-dc 
一 去 | 2 十 25 十 9 一 2027 十 12z 一 30Qzdy 
D 
应 用 奇偶 函数 的 积分 性 质 可 知 
earday =2| zdz| ,dy = 在 ，||y*dzdy = 地 
:els de WW 


[4 eh hee 
D D 


[ 


因此 ,所 求 转动 惯量 为 a 
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练习 题 五 
1. 交换 下 列 二 次 积分 的 次 序 : 
2 2 1 V7 
(1) | az| ,ready (2) | dz| fr ydy: 
] 十 2 V2 x 
(3 |_az| 2 f(T Wdy; (4) | az|, flr. ydy; 
a Ya 至 2Zcosr 
(5) | dj Fs flr, ydz (@ > 0)3 (6) | dz| f(x,y dy; 


C7) | dy| (zy)dz 十 | dy| pe 
0 0 l 0 
3 


2. 将 | dg| ”f(pcos9,psing)pdp 化 为 直角 坐标 下 的 两 种 次 序 二 次 积分 ， 


2 

v 站 

3. 计算 下 列 二 重 积 分 : 

| | y—z | max{(zsy}dzdy,D:0 过 1,0 才 yy 1; 
Db 

(2) | | 二 一 2| dzrdysD:z 二 Ty 声 3; 
Db 
D 

| w+ 一 x| ddy; D; 0 过 让 亏 0 过 去 过 了 
Db 

(5) | +drdy,D:z 十 光 受 2ay, 刀 十 闪 达 ay(a 全 0); 
Db 

(6) ||e dzdy,D 为 y* = 二 XxX,X = 二 0,y 二 1 所 用 区 域 ; 
D 

(7) ||lydzxdy,D:z’ 二 Ty 4a’,p 宅 all 二 cosb),y 之 0(a > 0); 


D 


(8) || (z+y) (zx 一 y)*dzrdy,DD 为 z 二 二 13 二 3 一 = 
pb 
一 1 所 围 区 域 ; 
(9) | ty de drdy,D:1 << 巡 十 风云 4 
Db 


(0) | VE 十 Vy drdy;D 为 Vz 十 Vy = 1,zx = 二 0,y = 二 0 所 围 区域 ; 
D 

(11) | + ydrdy,D: (x a a 
D 
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1 
4 计算 :| dz 六 TI 人 
Ss 计算 :| dz 六 XEY dy. 
6. 设 f(xzyy) 具有 二 阶 连 续 偶 导数 , 且 f(1,y) = 0, f(z,1) = 0,| fx, Wdrdy 
二 a; 其 中 DD= (zy) | 0 志 XT 才 1;0 才 yy 和 过 1), 计 算 二 重 积 分 


】 = Jey (Czy)dzdy 


1 Nl 2 2 二 
, 1— 去 y” \? 
i 和 | da yi 寺 二 yy dy. 


8. 计算 下 列 三 重 积 分 : 
(1 下 cz 十 光 十 入 )dzdydz 2: 耻 十 光 十 和 过 2z, 1 过 zz 委 2; 
n 


(2) exp 二 ydrdydzQrzr 二 yyY 半 z 半 1， 
站 
(3) 中 ca 上 a 直 汪 iydest 六 二 更 十 村 六 雹 
2 
(4) In(1 LE yagi 了 0 世 这 臣 二 这 芝 间 
l , 
(5) Jemp( )dzrdydz,Q: x 十 闫 十 关 寺 @ 工 守 0,y 宇 0,z 三 0 
(6) Es drdyde,0: nT 二 十 xz 寺 4r， 
无 Vz2 十 巡 十 好 二 之” 
1 
9. 设 /(z) 为 连续 的 奇 函 数 ,并 且 是 周期 为 1 的 周期 函数 ,又 | zf (zx)dz = 1， 


如 果 FCz) 一 | do| dx| f(Dqi, 试 将 F(z) 区 为 家 和 办 江 坟 并 rey, 


10. 来 ety dzrdydz, 这 里 Q 是 由 |” < 轴 旋 转 一 周 所 生成 的 曲 
面 与 平面 z 二 2,z 二 8 所 围 成 的 区 域 . 

11. 求 曲面 < 二 己 十 交 十 1 在 点 M(1, 一 1, 3) 处 的 切 平面 与 曲面 z= 过 十 光 
所 围 区 域 的 体积 . 


12. 求 圆 柱 面 x 十 y 二 ay(a 户 0) 介 于 z= 二 Vx 十 yy 与 xy 平 面 之 间 部 分 曲 
面 的 面积 . 
13. 计算 下 列 曲线 积分 : 


(1) | (1 十 e')cosydz 一 |(x 十 e')siny 一 Tjdy, 其 中 AO 为 由 点 A(2;0) 至 点 
~ A) 
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O(C0,0) 的 心 形 线 6 二 1 十 cosg 的 上 半 周 . 
(2) | ydr—zdy+ Cz 十 y 十 z)dz, 厂 为 由 弧 AmB 与 直线 BA 组 成 ,AmB 为 嵌 


Rr cosiy =—: siniyg 一 2-1(0 之 1 过 27) 的 一 段 ,BA 平行 于 xz 轴 , 但 指向 
相反 


2 疱 十 过 三 0， 
(3) | zdr+zxdy+ ydz,T | = 上 从 点 (0,1,0) 到 点 (0， = 


Be 亲 二 
14. 求 | ~ 十 2zey)dz 十 (zz 十 ze)dy,AB 为 连接 点 A(1,2),B(3,4) 的 曲线 


弧 , 且 AB 与 BA 构成 封闭 曲线 的 正 向 , 它 所 围 的 图 形 的 面积 为 S. 
15. 求 | Lo(Cy)cosz 一 ryj]dz 十 [Lo (y)sinz 一 xldy, AB 为 连接 点 A (x,2)， 


AB 
B(3x,4) 的 曲线 , 且 AB 与 BA 构成 封闭 曲线 的 正 向 , 它 所 围 的 图 形 的 面积 为 2. 
16. 求 | Gysinz 十 cosy)dz 十 (xy” 一 ZXsiny 十 8y )dy, 卫 为 曲线 y = cosz 与 


y = 一 cosz( 一 到 过 之 到 ) 所 围 区 域 的 边界 曲线 的 正 向 . 


17. 确定 nn 的 值 , 使 得 曲线 积分 | (zx! 十 4zyz)d 六 十 《6z 呈 光一 5)dy 与 路 线 
无 关 , 并 求 出 当 点 A,B 的 坐标 为 A(0,0),B(1,2) 时 该 曲线 积分 的 值 . 
2 
18, 投了 = | .Pdr 二 Qdy 十 Rdz, 其 中 P= ya Oe 


下 一 次 十 az 十 by , 试 求 a,b 使 曲线 积分 与 路 线 无 关 , 并 求 出 当 A,B 的 坐标 为 
A(O 020) Bl s Yr 02 时 了 的 值 . 


19. 求 | a 二 六 十 三 1(0 之 a 过 1). 
二 


20. 求 |>(Cz 一 =dydz 二 zz 一 y)dzdy,3 汰 总 三 Ww 十 站 被 平面 二 1 ,x 二 


2 所 截 的 一 段 曲 面 的 外 侧 . 
21. 设 卫 为 球面 Xx: 十 十 xz 二 2z, 试 求 曲 面积 分 


| 十 y 十 Ba Tx’ — ba )dS 
办 


22. 设 半 答 为 R 的 球面 3 的 球 心 在 定 球面 x 十 十 x? = 二 a:(a 六 0) 上 , 问 当 
R 为 何 值 时 ,球面 王 在 定 球 内 部 的 面积 最 大 ? 


“ 2 * 
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6.1 基本 概念 与 内 容 提 要 


6.1.1 向 量 的 基本 概念 与 向 量 的 运算 


1) 向 量 在 几何 上 为 有 向 线段 . 若 a= PQ, 将 PQ 平行 移动 使 其 起 点 P 与 原点 O 
合 , 若 终点 Q 移 至 点 M 处 , 则 PO = OM , 若 点 M 的 坐标 为 M(a ,aya), 则 a = 
OM = (ai,assa3)( 或 {a1 ,as,a;)), 此 式 称 为 向 量 的 坐标 表示 式 . 称 
i=(1,0,0), j= (0,1,0), k= (0,0,1) 


为 基 疝 量 ,向 量 a 的 模 为 | a | 二 Vai 十 Qz 十 @3 , 癌 量 a 的 方向 余弦 为 


cosa =— TT cosp = TET oop = 


向 量 ao 二 (cosa,cosB,cosy) 是 与 同 量 a 方向 相同 的 单位 癌 量 . 
2) 向 量 的 运算 
(1) 向 量 的 加 法 与 减法 满足 平行 四 边 形 法 则 . 在 下 图 中 ,有 


AB+AD = AC, AD—AB= BD 


(2) 向 量 a 与 b 的 内 积 定义 为 D 区 
人 1 </ 
它 的 射影 表示 式 为 | 


a.b=|lal|prb, a.b=|b | pra 
设 向 量 a = (aiy@zyQ3),b 二 (bi,bs,b;), 则 a。…b 的 坐标 计算 公式 为 
a *b = ab 十 azp -ab 
两 向 量 a 与 b 敢 直 的 充 要 条 件 是 a。b 二 0, 两 向 量 a 与 b 平行 的 充 要 条 件 是 


(3) 回 量 a 与 b 的 疝 量 积 定义 为 
axb=|la||b | sin(a,bye 
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这 里 c 是 同时 垂直 于 a 与 b 的 单位 同 量 ,日 a,b,c 组 成 右手 系 . 
向 量 a 与 b 的 向 量 积 的 模 等 于 以 a ,b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 
设 同 量 a = (ai,az ,43),b 一 (bi ,b; ,bs) , 则 回 量 axb 的 坐标 计算 公式 为 


axb= | 


C2 43 


b» b; 


3 (| 


bs bi 


(| U2 


b! pz 


9 9 


6.1.2 空间 的 平面 
1) 平面 的 点 法 式 方 程 : 通 过 点 (zyyoyzo) ,法 向 量 为 于 王 (A,B,C) 的 平面 方 
程 为 
总 大 两 ) By= 为 站 AR=w 站 
2) 平面 的 一 般 式 方程 :平面 的 一 般 式 方程 为 
Ar By 二 CD=0 


这 里 A,B,C 不 全 为 0. 当 D= 0 时 ,该 平面 过 原点 ; 当 A,B,C 中 有 一 个 为 0 时 ,该 平 
面 垂直 于 某 坐 标 平面 ; 当 A,B,C 中 有 两 个 为 0 时 ,该 平面 垂直 于 某 坐 标 轴 ;zy 平 
面 , 交 平面 ,zz 平面 的 方程 分 别 为 xz 一 0, 工 王 0,y 王 0. 

3) 平面 的 截 距 式 方程 :在 zx 轴 ,y 轴 ,zxz 轴 上 的 截 距 分 别 为 a ,b,clabc £0) 的 平 
面 方 程 为 


下 人 六 二 
a b C 


4) 点 到 平面 的 距离 公式 :点 (zoyyoyzo) 到 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0 的 距离 
为 


= | Axo 十 Bys -| tw “二 | 
在 十 束 干 CC 


d 


6. 1.3 空间 的 直线 


】 直线 的 点 癌 式 方程 :通过 点 (zo 9 YO ,zo) , 方 和 回回 量 为 l= (m,n,p) 的 直线 方 
程 为 : 


ly cd A i ei 


772 n p 
2) 直线 的 一 般 式 方程 :直线 的 一 般 式 方程 为 
Aizxt+ Biyt+CGzTtr Di =0, 
Asxti By Cz Dy =0 


这 里 的 直线 表示 为 两 个 平面 的 交 线 . 
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3) 直线 的 参数 式 方程 :通过 点 (zo,yoyzo) ,方向 向 量 为 1 王 (mm,z) 的 直线 的 
参数 方程 为 


X=Zzomt, y= ynt, 二 一 2 十 办 


这 里 上 为 参数 . 
4) 点 到 直线 的 距离 : 设 直线 区 通过 点 己 , 方 向 向 量 为 1, 则 点 M 到 直线 工 的 距离 
为 


_ |PMx1| 
|i| 


5) 公 垂 线 的 长 : 设 直 线 Li 过 点 Pi, 方 同 向 量 为 1, 直线 Lz 过 已 ,方向 向 量 为 
1; , 则 直线 Li 与 L; 的 公 垂 线 的 长 为 


| PPP, sth XL)| 


d= Tix 


6.1.4 空间 的 曲面 
1) 空间 曲面 的 一 般 方程 为 F(z,y,z) 二 0, 或 写 为 xz 一 f(x,y). 
2) 球面 :球面 方程 的 一 般 形 式 为 
区 十 十 忆 十 2ax 十 2by 十 2cz 十 d= 二 00 
球面 的 标准 方程 是 
(xTC—& 十 (yy 一 了 十 (zg 一 2 三 并 


这 里 (a ,b,c) 为 球 心 ,R 为 半径 . 
PCas 人 ==.0, 


3) 柱 面 :方程 F(z,y) 一 0 表示 母线 平行 于 = 轴 的 柱 面 , 准 线 为 | 方程 
FCy,z) 一 0 表示 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 准 线 为 | 了 ' “方程 Fe,z) 一 0 表 


示 母 线 平行 于 y 轴 的 柱 面 , 准 线 为 | i 本 
4) 旋转 曲面 :zy 平面 上 的 曲线 y 二 = pr 绕 y 轴 旋转 一 周 的 旋转 曲面 方程 为 
y 三 f(r’ 十 xz);Zzy 平面 上 的 曲线 x 二 g(y’) 绕 工 轴 旋 转 一 周 的 旋转 曲面 方程 为 
ZX 二 gl(y 十 xz ). 其 他 坐标 平面 内 的 曲线 绕 某 坐标 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 的 方程 类 似 
可 得 . 
5) 二 次 曲面 的 标准 方程 


2 2 2 2 2 - 

(1) 椭 球面 :之 十 到 十 之 一 1 (2) 单 叶 双 曲面 :二 十 下 一 二 一 1 
多 2 2 2 2 

(3) 双 叶 双 曲面 :二 ;一 笋 一 气 二 1 (4) 一 次 锥 面 i 十 yy 一 等 三 网 
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2 2 
(6) 双 曲 抛物 面 :z = 5 一 盖 . 


(5) 椭圆 抛物 面 :x 一 到 十 总 ; 


~ 
6) 空间 曲面 的 切 平面 与 法 线 
已 知 空 间 曲 面 5 ;F(x,Yy,z) 一 一 0, 知 陋 数 玉 可 微 ,点 P(ro Voy) EF, 则 


nt -一 (F,F,,F.:) 和 
为 曲面 3 在 点 P 的 法 向 量 ;曲面 3 在 点 己 的 切 平面 方程 为 
Fo(P)(x— zo) t+F (Py— yy) EE(P)(z—z0)=0 
曲面 5 在 点 P 的 法 线 方程 为 


6.1.5 空间 的 曲线 


1) 空间 曲线 的 一 般 式 方程 为 

h(x ye) 三 加 ， 
亲 (元 5) = 0 
这 里 曲线 表示 为 两 个 曲面 的 交 线 . 

2) 空间 曲线 的 参数 式 方程 为 


工 三 VD，y 王 以 巷 ， z= w(t) 


1 


这 里 上 为 参数 . 
3) 空间 曲线 在 坐标 平面 内 的 投影 
4) 空间 曲线 的 切线 与 法 平面 
设 有 空间 曲线 (一 般 式 方程 如 上 ), 这 里 下 ,有 可 微 ,点 M(xo ,yo,z0) ET 械 , 则 


t= (FsBsh) XH HsH)| 


为 曲线 下 在 点 M 的 切 癌 量 , 记 1 = 二 (m,n,p), 则 曲线 研 在 点 1M 的 切线 方程 为 


TTX0 YY wn 
m nn p 


曲线 古 在 点 M 的 法 平面 方程 为 
mr— ro ny— yj Tpz— z= 0 


设 空 间 曲 线 丁 的 参数 方程 为 x = p(t) ,y= yD ,z= wt), 则 t= 时 曲线 古 
的 切线 方程 为 
TX—g(to) yy 一 以 加) _ Zz— wto) 
pt) Yh) w(t) 
w 6: 二 
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曲线 卫 在 上 二 to 时 的 法 平面 方程 为 
(tr — gh) hy — Hh + w (We— wt = 0 


6.2 竞赛 题 与 精 选 题解 析 


6.2.1 向量 的 运算 ( 例 6. 1 一 6. 5) 


例 6.1( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) ” 设 a 和 4b 是 非 零 和 常 癌 量 , | b | 二 2, 《a,b) 一 
字 ， 则 lim Iotab II! = 
3 才 -e 作 本 


二 | 
解析 。” 原 式 = lim TO x 2 [wr 文 


oe 


例 6.2( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) ”已 知 a 为 单位 向 量 ,a 十 38 垂 直 于 7 一 5D.a 
一 4b 垂直 于 7a 一 2b, 则 向 量 a 与 b 的 夹 角 为 
解析 a 为 单位 向 量 , 故 |a | 二 1. 因 两 向 量 垂直 的 充 要 条 件 是 它 们 的 数量 积 为 
0; 所 以 
(a 二 3b)*。(7aG—5b) 三 7|al|:+l6a.b—15|b|*=0, 
(a—4b) “(7a—2b)=7|al|’—300sb++8|1b|*=0 
即 
[16a .五 一 15 | 五 |: 一 一 
1 一 族人 二 


由 此 可 解 得 a*b = 二 ,| b 1? 一 1, 于 是 

和 Tai 记 wires := 四 b -一 、 En 2 所 

(a,b» = arccos als arcCcoOs 7 3 

例 6.3( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 已 知 A,B,C.D 为 空间 的 4 个 定点 ,AB 与 CD 

的 中 点 分 别 为 下,F, | EF |= uka 为 正常 数 ),P 为 空间 的 任 一 点 , 则 (PA 十 PB)， 
(PC + PD) 的 最 小 值 为 | 

解析 如 图 ,在 点 玉 ,F,P 所 在 平面 上 建立 直角 坐标 

系 , 并 令 EF 的 中 点 为 坐标 原点 ,EF 方 同 为 x 轴 , 则 EE,FF 

的 坐标 为 EE( 一 所 ,0), 下 (号 ,0). 设 己 的 坐标 为 Czvy)， 

因为 PA 十 PB = 2 PE, PC+PD =2PF,XPE = 


(a! 


全 一 PF = (2 一 y) ,所 以 
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(+ 二). (C+ 翅 ) -4 栈 : 配 = 人 [(- 生 -=)( 和 -zj+y] 


4 人 十) 一 
由 此 可 得 : 当 过 = y= 二 0 时, 原 式 取 最 小 值 一 a. 
例 6.4( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 设 a 与 B 均 为 单位 向 量 ,其 夹 角 为 ©, 则 以 a 


十 28 与 3x 十 有 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 本 
解析 平行 四 边 形 的 面积 
S=| (十 28) X(3c 十 有 |=|axpiepxal| 
一 |wgXxp 一 6cXp| 王 | 一 5zX1 | 


一 5|xXxpl 王 5|lcll15|sin(o'p) = 


例 6.5( 江 苏 省 2010 年 竞赛 题 ) 已 知 正 方 体 ABCD -ABCIDI 的 边 长 为 2， 
EE 为 DiC 的 中 点 ,下 为 侧面 正方 形 BCC1B, 的 中 心 . 

(1) 试 求 过 点 Ai,E, 下 的 平面 与 底面 ABCD 所 
成 的 二 面 角 的 值 ; 

(2) 试 求 过 点 Ai , 尼 ,F 的 平面 截 正方 体 所 得 到 
的 截面 的 面积 . 

解析 〈1) 建立 如 图 所 示 坐 标 系 , 则 A; (2,0， 
2 一 
一 K1 1 人 二 29 底面 
ABCD 的 法 向 量 为 k = 二 (0,0,1), 故 所 求 的 二 面 角 0 
为 


0 = arccos 


。 | 3 

I ” 打 
(2) 设 CD 的 中 点 为 G, 则 四 边 形 ABCG 的 面积 为 S$, = 二 3, 则 所 求 截面 的 面积 
SS _ 

为 5 = cosO v14. 


6.2.2 空间 平面 的 方程 ( 例 6. 6 一 6.7) 


Wi 

例 6. 6( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) 贿 线 入 “， 《C 芭 0) 所 围 平面 
\Azr 二 By 二 Cz=0 

区 域 D 的 面积 为 


解析 因 平 面 Azr 十 By 十 Cz 二 0 的 法 向 量 的 方 癌 余弦 为 
5 池 ， 
COSa 三 一， cosB 二 一 。 COSy 二 一 
u u u 
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这 里 & 一 VA 下 也 二 CC ,平面 区 域 咏 在 zxy 平面 上 的 投影 为 椭圆 于 十 总 之 1, 其 
面积 为 zeb, 所 以 DD 的 面积 
nab i nb MAT TG 
| cosy | | i | 


例 6.7( 浙 江 省 2006 年 竞赛 题 ) ” 求 过 点 (1,2,3) 目 与 曲面 z= 二 x 十 (y 一 z)” 的 
所 有 切 平面 丝 垂 直 的 平面 方程 . 
解析 令 玉 ==z 一 zx 一 (y 一 xz)》” 二 0, 则 曲面 上 过 一 点 (x,y,z) 的 切 平面 法 问 量 


为 
i ly 
i Rm 三 (11131)s 由 于 Wi 珊 王 一 1 一 3 性 一 2 十 1 十 3 一 到 三 四 ,所 区 而 | 着 
因此 所 求 平 面 方程 为 
(一 1 直人 一 2 十 (zz 一 引 一 0 则 工 十 有 十 每 一 8 一 自 

6.2.3 空间 直线 的 方程 ( 例 6. 8 一 6. 12) 

例 6.8( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) 已 知 点 了 (3,2,1) 与 平面 辽 :2z 一 2y 十 3z 王 1 
十 2y 十 z 一 1， 
试 在 直线 |” ，| 2。 一 人 上 求 一 点 Q, 使 得 线段 PQ 平行 于 平面 工 


解析 通过 点 P(3;2,1) 且 与 平面 2x 一 2y 十 3z 二 1 平行 的 平面 为 
:2x—2y 十 3z 二 5 
题 给 直线 通过 点 A(3, 一 1;0), 方 向 为 1 == (1,2,1) X(1, 一 1,2) 一 (5, 一 1, 一 3)， 
设 点 Q 的 坐标 为 (zo 9 YD 26 > 上 中 Xo 一 Sb8s Yo 一 二 一 站 动 一 0 一 3t; 代 入 平面 
厅 的 方程 得 
243 填 和 一 2( 一 一 力 寺 3( 一 3 一 5 一 一 ] 

于 是 点 Q@ 的 坐标 为 (一 2,0,3). 

例 6. 9( 全 国 大 学 生 2010 年 预赛 题 ) ” 求 下 列 两 条 直线 


雹 一 一 0， 下 一 站 学 一 上 是 一 过 
/1 : 过 和 汉 和 /2 : = -= 站 


之 间 的 距离 . 
解析 直线 4 过 点 OC0,0,0) ,A(1,1,0), 其 方向 向 量 为 4 = OX = (1,1,0); 
直线 ls 过 点 P(2,1,3), 其 方向 回 量 为 1 二 (4, — + 一 1 这 两 条 直线 的 公 垂 线 的 
方 回 回 量 为 
1 


于 是 两 条 直线 的 距离 为 
| (2,1,3)。(1, 一 1.6)| 1 
d=| PriOF |= 可 | T 二 1 十 6 2 V38 
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例 6. 10( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) 已 知 点 P(1,0， 
一 他 与 Qi(351;2Ds 试 在 平面 二 29 十 二 12 上 求 一 点 
M, 使 得 | PM | 十 | MQ | 最 小 . 

解析 显然 ,点 P,Q 在 已 知 平面 的 同 侧 . 从 三 作 直 
线 ! 垂直 于 平面 ,! 的 方程 为 

无 开赴 1 困 Y= 2t， 区 一 = 一】 十 


代 人 平面 方 程 解 得 上 = 2, 所 以 直线 / 与 平面 的 交点 为 
Po(3, 一 4,1)( 如 图 所 示 ) ,而 P 卫 关于 平面 的 对 称 点 为 (5, 一 8,3). 连接 PiQ, 其 方 
程 为 


z=3 二 如， yy 二 1 一 各 ， 二 3 十 i 
代入 平面 方程 解 得 4 = 这. 于 是 所 求 点 M 的 坐标 为 M( 字 ,一 字 , 地 ). 

例 6.11( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 在 平面 工 :zx 十 2y 一 z 二 20 内 作 一 直线 卫 , 使 
直线 厂 过 另 一 直线 L: |” ”人 ，“ “与 平面 区 的 交点 , 且 与 上 垂直 , 求 直线 


十 单一 4% 三 
的 参数 方程 . 
解析 ”直线 工 的 方向 向 量 为 1 = (1 ,一 2,2) X (3,1, 一 4) = 二 (6,10,7), 且 直 
线 L 上 有 一 点 (1,0,0), 所 以 直线 工 的 参数 方程 为 x = 1 十 6t,y 二 10t;z 二 71; 代 人 
平面 方程 解 得 t = 二 1, 所 以 直线 工 与 平面 工 的 交点 为 (7,10,7), 平 面 荆 的 法 向 量 为 
n 二 《1,2, 一 1), 所 求 的 直线 厂 的 方向 向 量 为 ll = LXn 二 (6,10,7) X (1,2, 一 1) 
二 一 (24, 一 13, 一 2) ,于 是 所 求 直 线 卫 的 参数 方程 为 


完 二 7 二 2 二 10 一 3 总 三 7 一 人 好 


好 中 一 == wy 
例 6. 12( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 设 直线 (”"“》 “> 一 “在 平面 z 二 1 上 
2 一 十 名 二 3 


的 投影 为 直线 工 , 则 点 (1,2,1) 到 直线 工 的 距离 等 于 ， 
解析 取 平 面 束 
一 一 AE 一季 十 电 一 琢 三 必 


其 法 回 量 为 ni 一 C= = As 一 3 十 4) ,平面 z 二 ] 的 法 癌 量 为 n。 =({ W017); 因 
Ri fz; 所 以 ni ， nz = 二 4 一 3 = 二 0, 得 X= 二 3. 故 投 影 平面 的 方程 为 7x 一 y 一 11 = 0. 


ir—y—1l =0; 
因而 投影 直线 了 的 方程 为 | 其 方向 向 量 为 1 = (7, 一 1,0) X (0,0， 
1) = 一 (1,7,0). 又 通过 点 P1(1, 一 4,1) ,于 是 点 P,(1,2,1) 到 直线 工 的 距离 为 
j= LPiPo XU _ | (0,6,0) Xx (1,7,0) | 
| 1 (Rl 


50 2 
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6.2.4 空间 曲面 的 方程 与 空间 曲面 的 切 平面 ( 例 6. 13 一 6. 24) 


例 6. 13( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ”已 知 空 间 三 点 A( 一 4,0,0),B(0, 一 2,0)， 
C(0,0,2),O 〇 为 原点 , 则 四 面体 QABC 的 外 接 球 面 的 方程 为 
解析 ” 设 四 面体 的 外 接 球面 的 方程 为 


TT 十 十 六 十 ar 十 by 十 心 二 0 
将 点 A,B,C 的 坐标 代入 得 到 
16 一 4 一 0，4 一 20 一 0，14 十 2 =0 
所 以 a = 4,6b = 二 2,c 一 一 2, 于 是 所 求 球面 方程 为 
( 工 十 2)2 十 (y 十 1)2 十 (= 一 1)2 一 6 
例 6. 14( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) ”曲面 x* 十 2y 十 3z 二 12 的 垂直 于 平面 
Zz 十 4y 十 3z 二 0 的 法 线 方程 为 


解析 平面 的 法 向 量 为 n 二 (1,4,3)， SF=a 十 2y 十 3z 一 12, 则 曲 面 的 法 
向 量 为 n, = (Fi ,F ,FE ) = (2x,4y,6z), 令 


By 

] 4 3 
得 + 二 方 'y 一 1wz 二 方 ,代入 曲面 方程 得 ;二 十 2. 由 此 得 两 个 切 平面 的 切 点 坐标 为 
(1;52,1) 与 (一 15, 一 2 一 1). 于 是 两 条 法 线 方程 为 


pk a 三 i 。、 上 | 


1 4 一 1 4 3 
例 6. 15( 北 京 市 1997 年 竞赛 题 ) 证 明 曲面 


去 二 VK 十 半 十 芝 一 a 


上 任意 点 处 的 切 平面 在 Oz 轴 上 的 截 距 与 切 点 到 坐标 原点 的 距离 之 比 为 常数 ,并 求 
出 此 常数 . 


解析 记 F=z 十 VZ 干 交 十 世 一 zf( 之 ), 则 


i PE ) 


yy nn.27 地 
-sa () 


Ti 人 
wz 十 天 十 区 
曲面 上 任 一 点 (zyyyz) 处 的 切 平面 方程 为 
* 26] 。 
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(f(r )}+ay7 (2 ))(X—x) 


rr 和 )) r+ [1+ 


令 X 一 Y 一 0, 得 该 切 平面 在 Ox 轴 上 的 截 星 为 
VP FY TE (7/2) VPTY TF) 


(Zw) =0 


d 
ps 
于 是 截 距 与 切 点 到 原点 的 距离 之 比 为 一 和 一 = 一 2. 


Vx 十 YY 十 之 


例 6. 16( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) ”从 椭 球 面 外 的 一 点 作 椭 球面 的 一 切 可 能 
的 切 平面 ,证 明 全 部 切 点 在 同一 平面 上 . 


解析 设 椭 球 面 S 的 方程 为 五 十 点 十 气 一 二 1, 椭 球面 


外 一 点 设 为 P(xo 9 Vo ,m0) ,加 二 站 直到 Re 1( 如 图 所 示 ). 
c 


由 P 向 S 作 切 平面 , 设 切 点 为 Q(z,y,x), 因 曲面 5 过 点 Q 
的 切 平面 方程 为 


从 十 次 十 装 一 ] 
< b* 
AS(NXIY:Z) = (To » Yo 0 3 代 人 上 式 得 
一 (# ) 
这 表明 切 点 Q 位 于 同一 平面 (* ) 上 . 
例 6. 17( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) 设 郴 数 f(z,y) 在 点 (2, 一 2) 处 可 微 ,满足 
jsin(Czy) 十 2coszozy 一 2cosy) = 1 十 x 十 十 or 十) 


这 里 o(z2: 十 yy ) 表示 比 x? 十 y 高 阶 的 无 穷 小 ( 当 (x,y) 一 (0,0) 时 ), 试 求 曲 面 
z 二 了 f(x,y) 在 点 (2, 一 2,f(2, 一 2)) 处 的 切 平面 方程 . 
解析 因 f(zx,y) 在 点 (2, 一 2) 处 可 微 , 故 f(x,y) 在 点 (2, 一 2) 处 连续 ,又 因 


pPLZyy) = sn(xy)T+2cosrs Yrxyy) = zy — 2cosy 
在 点 (0,0) 处 连续 ,在 原 式 中 令 (z,y) -> (0,0) 得 f(2, 一 2) = 1. 因 f(z,y) 在 点 
(2, 一 2) 处 可 微 , 所 以 f(z,y) 在 点 (2, 一 2) 处 可 偏 导 . 因此 ,在 原 式 中 令 y 二 0 得 


f(2cosr, 一 2) 二 1 十 xz? 十 o( 式 ), 应 用 偏 导 数 的 定义 得 
。262 。 
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六 = = ki f (2 (2cosz— 2),—2)— f(2,— 2) 


二 Zecos 关 一 2 
:全 (2C08X53 2 ]; ka 
一 人 IT 2 一 l1m ] 
的 ee cs) 一 过 


在 原 式 中 令 z 二 0 得 f(2, 一 2cosy) 二 1 十 y 十 o(Y) ,应 用 偏 导数 的 定义 得 
ff.(2, — 2) = lim Ca dy A 


y-0 —20asy 2 
y ee E 2 ,2 
六 -> 了 y*0 y 


因此 曲面 x = f(x,y) 在 点 (2, 一 2,1) 处 的 切 平面 方程 为 
一 矿 (2, 一 2)。(z 一 2) 一 忆 (2, 一 2)。(y 十 2) 十 1。(z 一 1) 一 0 

化 简 得 x 一 y 十 2 三 5. 

例 6. 18( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) ” 求 直 线 工 二 一 了 一 -三 绕 y 轴 旋转 一 周 
所 得 旋转 曲面 的 方程 ,并 求 该 曲面 与 y = 二 0, y 三 2 所 包围 的 立体 的 体积 . 

解析 如 右 图 所 示 , 在 所 求 曲 面 上 任 取 点 PCzyyyz)， 
过 己 点 作 垂 直 于 y 轴 的 平面 ,该 平面 与 题 给 直线 AB 交 于 点 
MI(zxo 9 Yor Tos 与 YY 轴 交 于 点 Oy Os 则 dy — Yn 月 
1PQ|=|MQ|, 所 以 x 十 == 二 十 i. 

因为 


20 一 1 _ 加 加 | 
冰 ] = 
所 以 xo 三 1 十 2y，z = 一 y, 由 此 可 得 旋转 曲面 方程 为 

x 二 ee 一 1 十 4 十 5 


所 求 立 体 体 积 为 


2 2 

V 一 | (x* 2 dy = "| (1 站 4y 二 5y dy 
D 0 

2 70 


i 
十 十 十 47 一 和 十 2z 二 0， 


27 二 yO—2z=k. 


=7(y+2y + 这 yy ) 


例 6. 19( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 Fy 


(1) 当 & 为 何 值 时 工 为 一 圆 ? 
(2) 当 & 王 6 时 , 求 工 的 圆心 和 半径 ， 
解析 (1) 球面 方程 化 为 
全 十 2 十 体 一动 # 十 《xz 十 工 这 一 9 
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所 以 球面 的 球 心 为 (一 2,2, 一 1) ,半径 为 3. 球 心 到 平面 2z 十 y 一 2z 一 & 的 距离 为 


PE me 
三 下 TI 3 


由 人 | | 过 3, 解 得 & 的 取 值 范围 是 (一 9,9). 
(2) & = 二 6 时 ,上 述 4 ==2, 所 以 圆 栈 的 半径 r = V3 一 2 二 V5. 过 球 心 与 已 知 
平面 2+ 十 y 一 2z 二 6 垂直 的 直线 为 
区 二 一 此- 路 2 和 于 蚊 十 总 三 一 外 一 以 


代入 平面 方程 解 得 + 一己, 故 所 求 圆 的 圆心 为 (一 与,， 一 站 ) ,半径 + 二 V5 


例 6. 20( 全 国 大 学 生 2015 年 预赛 题 ) ” 设 M 是 以 三 个 正 半 轴 为 母线 的 半圆 锥 
面 , 求 其 方程 . 

解析 圆锥 面 M 的 顶点 为 O(0,0,0), 其 准 线 选 作 过 三 点 (1,0,0), (0,1,0)， 
(0,0,1) 的 圆 


人 = 1， 
[zx 十 :及 二 及 三 1 
设 P(r,y,z) 是 圆锥 面 M 上 的 任 一 点 ,射线 OP 与 准 线 卫 的 交点 记 为 QCzi ,yi ,zi)， 
则 

(= 十 和 十 加 三 二， 


2 2 2 二 
Xi 十 汗 十 下 三 1 


元 | 一介 多 一 水 2 一 位 tw = 
由 于 二 一 0 yy 一 人 站 一 “局 代入 式 得 Ca (WY (ww 二 1 


去 上 即 得 所 求 圆 锥 面 M 的 方程 为 zy 十 WW 十 z+ = 二 0 

例 6. 21( 北 京 市 1999 年 竞赛 题 ) ”表面 为 旋转 曲面 的 镜子 应 具有 怎样 的 形状 
才能 使 它 将 所 有 平行 于 其 轴 的 光线 反射 到 一 点 ? 
求 出 旋转 曲面 的 方程 . 

解析 如 图 , 设 旋转 曲面 的 旋转 轴 为 zx 轴 ， 
旋转 曲面 与 zy 平面 的 截 线 为 卫 , 设 了 的 方程 为 
y 一 y(CZz), 人 射 光 线 工 ; 平行 于 之 轴 , 反 射 光 线 La: 
经 过 定点 O(0,0). 

夏 在 点 P(rz,y(x)) 的 切线 为 L, 则 工 的 方向 
向 量 为 1 二 (一 1, 一 y (x)),Li 的 方向 向 量 为 = (一 1,0),L; 的 方向 向 量 为 4 = 
(一 天 一 以) 并 与 五 1 的 类 角 


消 
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0 = e008 TT 辣 - = arecos FE 
L 与 Ls 的 夹 角 
0; > = -一 wa 
[22 | 1 Va 
由 于 4 三 页 # 斯 专 
1 WT 
dFtyy 1 Fey » VE Ty 


化 简 得 y(z) 满足 微分 方程 
yy 一 一 民 十 Vz2 十 内 (三 0) 
令 yy Xu ,方程 化 为 


udu _ dzr 
V1i+w—(l+uw) 


今 1 十 z 一 vw(v > 0) ,方程 化 为 
dz dx 


l—~v x 
解 得 (v 一 1)z 二 C, 即 y = 2Cz 十 C ,于 是 旋转 曲面 的 方程 为 
及 十 过 一 2Cz 十 C 


例 6. 22( 北 京 市 2001 年 竞赛 题 ) ”和 藻 可 微 图 数 f(x,y) 对 任意 的 xz,y,t 满足 
fl ty) = fr, ys Poell, 一 2.2) 是 曲面 z == f(xyy) 上 的 一 点 , 且 方 (1 一 2) 
二 4, 求 曲面 在 Po 处 的 切 平面 方程 . 

解析 由 f(tz,ty) 三 壹 帮 zy) 两边 对 上 求 俩 导 有 


fy rt ftir iy)y = 227(ziy) 


FA Es A ES ci a 
将 f(1, 一 2)=2, 磊 (1; 一 2)= 二 4 代入 上 式 , 得 记 (1, 一 2) 三 0, 故 曲面 在 Po 处 的 
法 向 量 为 n = 二 (及 (Po), 所 (Po), 一 1) = 二 (4,0, 一 1), 于 是 所 求 切 平面 的 方程 为 
本 (均一 1 一 (42 一 2 = 二 0 即 #4x==z 一 2 二 0 
例 6.23( 江 苏 省 2008 年 欧 赛 题 ) (1) 证 明 曲 面 3: 


T= (bacost)cosp, y=asing, z= (bacosg)sing 
(0 委 0 委 270 委 0 过 270 去 4 去 朋 
“ 2Z68 % 
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为 旋转 曲面 ; 
(2) 求 旋转 曲面 3 所 围 立体 的 体积 . 


(rt 2 bb) 半 于 一 Z 


元 一 站 填 旷 二 a 


它 是 曲线 了: | 绕 y 轴 旋 转 一 周 生 成 的 旋转 曲面 


一 0 

(WV=2r| [G+ VE) 6 vay) dy=8rb| Va —ydy 
= 27 0 

例 6. 24( 浙 江 省 2007 年 竞赛 题 ) 有 一 张 边 长 为 4r 的 4 C A! 


正方 形 纸 (如 图 ),C,D 分 别 为 AA ,BB 的 中 点 ,下 为 DB 
的 中 点 . 现 将 纸 卷 成 圆柱 形 , 使 A 与 A 重合 ,B 与 也 重合， 
并 将 圆柱 面 垂直 放 在 xzOy 平 面 上 , 目 B 与 加 点 0 重合 ,D 落 
在 yy 轴 正 向 上 ,此 时 求 : 
(1) 通过 C,E 两 点 的 直线 绕 = 轴 所 得 的 旋转 曲面 8 
方程 ; 
(2) 此 旋转 曲面 与 xzOy 平面 和 过 A 点 垂直 于 >z 轴 的 平面 所 围 成 的 立体 体积 . 
解析 (1) 依 题 意 可 知 圆柱 底面 的 半径 尺 = 2， 
故 C 点 坐标 取 为 (0,4,4r) ,正点 坐标 为 (2,2,0) ,下 
二 (一 2,2,4r) ,因此 过 C, 忆 两 点 的 直线 方程 为 


BD BB 


一 一 2 一 “一 之 
一 2 2 dx 
所 以 旋转 曲面 方程 为 
下 二 洲 三 人 2 一 区 上 十 (2 十 六 ，) 
即 
好 二 一 8 十 区 


(2) 如 右上 图 ,旋转 曲面 在 垂直 于 = 轴 方 向 的 截面 是 一 个 半径 为 ?十 亏 的 圆 ， 
故 所 求 体积 VV 为 


se 2 \q = 39 + 32,2 — 128 
V= | "x(8+ 2 )de = 32x tn 一 3 
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6.2, 5 


空间 曲线 的 方程 与 空间 曲线 的 切线 ( 例 6. 25 一 6. 30) 
例 6.25( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 


记 有 曲面 z= 二 并 十 YY 一 2z 一 yy 在 区 域 

20 二 有 

XxX 十 光 十 性 二 6， Ek 

上 的 最 低 点 处 的 切 平面 为 x, 有 曲线 在 点 (1,1, 一 2) 处 的 切线 为 /， 
广 十 y 十 之 三 0 

求 点 王 到 上 在 rx 上 的 投影 / 的 距离 以 


解析 由 z 一 2z 一 2 一 0,z 一 27 一 1 = 0 解 得 驻 点 为 (1, 广 .在 驻 点 处 
A=2’=2, 


B= w, = 0; CG 二 及。 一 电 


国 丰 二 好 一 息 = 一 4 过 0, 且 赵 艺 凤 有 拥 以 z(1,5) 一 之 为 极 小 值 ,而 驻 点 惟一 ， 
铭 < (1, 志 = 一 子 为 最 小 值 , 即 点 P(1, 广 一半) 为 曲面 上 最 低 点 . 
曲面 在 PP 点 处 的 切 平面 x 的 方程 为 < 


.a 


A 
记忆, 为 (1,1, 一 2), 曲 面 x* 十 y 十 zx” = 二 6 在 了 P, 的 法 向量 n, 与 平面 x 十 y 十 
2 一 昌 在 P, 的 法 问 量 Rn 分 别 为 


n= (22 一 4)， ns = (1,1,1) 
故 其 交 线 在 P, 的 切 向 量 为 


l= X= DXU,1,N = 1, —1,0 
于 是 切线 / 的 方程 为 


有 = 一 | = 一 六 让 2 
1 一 1 0 

无 十 区 一 和 三 0， 1 

写 为 一 般 式 为 | ， “过 直线 ! 的 平面 束 方程 为 


(将 沁 到 直下 2 一 


其 法 向 量 到 三 (1 1) 令 有 1 9 下 一 (0,0, 1 故 和 一 0, 即 过 ;的 平面 xz 十 y 一 2 
三 0 与 平面 x 垂直 ,于 是 /在 平面 x 内 的 投影 /的 方程 为 


光路 芝 一 刍 汝 浊 ， 


5 
] 
| 1 十 址 一 2 
i 
点 (1,5, 一 闻 ) 到 /的 距离 为 4 = 


a 
1 : 


“ ZOFf * 
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S = ky,， 
例 6.26( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) > 站 了 何人 时 ,出 线 | 三 ，。 _ 2 是 
时 


圆 ?并 求 此 圆 的 圆心 坐标 以 及 该 圆 在 zz 平面 yz 平面 上 的 投影 . 
解析 题 给 曲线 在 zy 平面 上 的 投影 为 


+2k(y 一 圳 ) = 三 
之 一 
六 平面 上 中 心 为 { 9, 去) , 半 轴 长 分 别 为 ,点 的 椭圆 . 设 所 求 贺 的 圆心 A 的 从 
标 为 (a,6,0 ,由 于 点 入 在 本 圆柱 面 志 ja = 名 的 中 心 轴 上 , 故 a =0,6 一 


| 6 二 外 克 俩 师 弦 和 = 上 zz 1 工业 
六 "(二 地 三 二 馈 使 题 给 曲线 为 加 ,等 价 于 | OA | , 即 / 站 十 二 十 不 一 关 ,由 
此 可 解 得 & 二 1. 于 是 &A= 1 时 , 题 给 曲线 为 圆 ， Me la13. 


将 原 方程 组 |”， i 5.2 一 0 消去 y, 得 圆 在 xz 平面 上 的 投影 为 
ce 十 2x 一 4z 一 
Vy 三 0 


由 于 题 给 曲线 圆 在 平面 z = 二 y 上 ,此 平面 垂直 次 平面 ,所 以 圆 在 yz 平面 上 的 
投影 为 一 线段 , 即 

| 了 = 汉人 

bs 二 0 


ci 人 a ,之 ) 一 
禾 , 守 2 了 到 0, 曲线 工 ; wp ws 和 过 起 五 Ci 区 六 记 卫 在 zxOy 平面 上 


的 投影 曲线 为 S5 求 Ss 和 » Yo) i 
解析 所 求 切线 为 矿 过 点 Po 的 切线 在 xOy 平面 上 的 投影 ,而 了 过 点 Po 的 切 

线 为 两 个 曲面 的 切 平面 的 交 线 , 即 

[FE (PO(z— xo) +E, (Po)ly— 3y)+ FE(Pe)(z—m) = 0, 

一 二 十 人 《PC 一 十 人 《一 而 让 
两 式 消去 < 得 

(下 《PIG (Po)—F’ (PG (Po)) (r= xo) 
t {EC(PoO)G (Pry) 一 (PONG, (PAYy=%) =0 

由 了 于 
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a(F,G) 
Ol(Xs2) | P 
所 以 (x ) 式 即 为 所 求 切 线 的 方程 . 
例 6. 28( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 已 知 点 A(1,2, 一 1),B(5 ,一 2,3) 在 平面 区 : 
27z 一 y 一 2z 王 3 的 两 侧 , 过 点 A,B 作 球 面 3 使 其 在 平面 也 上 截 得 的 圆 卫 最小. 
(1) 求 球面 的 球 心 坐标 与 该 球面 的 方程 ; 
(2) 证 明 : 直线 AB 与 平面 开 的 交点 是 圆 卫 的 圆心 。 
解析 (1) AB = 4(1, 一 1,1), 线 段 AB 的 中 点 是 (3,0,1) ,于 是 线段 AB 的 重 
直 平 分 面孔 的 方程 为 人 = 
因 球 心 在 也 上, 设 球 心 为 Ola;b,4 一 a 十 站 ; 则 OA? = 二 (a 一 1)? 十 (6 一 2)? 十 
(5 一 a 十 bx. 设 球 心 O 到 平面 工 的 距离 为 , 则 : 
J 一 (< 二 的 一 3 
3 9 


= FPIG (PpP)— PF (PC (RY FO 


[本 = 有 = 区 

设 圆 卫 的 半径 为 >, 则 

= 一 二 Ca — 80 = 11Y 
由 


Ou _ YE 三 
aa 2 一 二 2405 一 页 十 人 9 (4a 35= 11) 0 


2x 一 2(6 一 2) 十 2(5 一 a 十 队 十 他 (4q 一 36 一 13 = 0 


Ob 
化 简 得 (，，， ，。， 解 得 a 一 8,6 一 一 2. 因 驻 点 是 以 一 的 ,加 的 半径 + 的 最 小 


值 存在 , 故 a = 8,6= 二 一 2 为 所 求 的 球 心 坐 标 分 量 ,于 是 球 心 坐标 为 O(8, 一 2, 一 6). 
因 @4 = 二 V90 ,所 以 球面 方程 为 (x 一 8)* 十 (y 十 2)2 十 (< 十 6)2 一 90. 

(2) 设 直 线 AB 的 参数 方程 为 x 二 1 十 ty = 2 一 tsz = 一 1 十 4, 代 入 平面 并 的 
方程 , 解 得 t = 1, 故 直线 AB 与 平面 工 的 交点 1M 的 坐标 为 M(2,1,0). 平面 荆 的 法 
向 量 为 == (2; 一 1, 一 2); 因 OM = (一 6,3,6) 一 一 3(2, 一 1, 一 2); 显 然 OM // nS 
OM | 万 , 于 是 点 M 是 圆 卫 的 圆心 . 

例 6. 29( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 )” 设 圆柱 面 x* 十 y = 二 1(z 宇 0) 被 柱 面 z = 
TX 十 27 十 2 截 下 的 (有 限 ) 部 分 为 3 .为 计算 曲面 3 的 面积 ,我 们 用 薄 铁 片 制作 3 的 
模型 ,A(1,0,5),B( 一 1,0,1),C( 一 1,0,0) 为 上 三 点 ,将 3 沿线 段 BC 前 开 并 展 成 
平面 图 形 D. 建立 平面 直角 坐标 系 ,使 品位 于 xz 轴 的 正 上 方 , 点 A 的 坐标 为 (0,5). 
试 写 出 D 的 边界 的 方程 ,并 求 D 的 面积 . 

解析 圆柱 面 与 柱 面 的 交 线 械 在 xy 平面 上 的 投影 为 圆 ( 如 下 图 (a) 所 示 ) 荆 ): 
十 六 二 1 (z= 二 0), 取 M(1,0s0)s 在 I 上 取 点 P(eostssints0)s MP 的 绝 长 为 14， 
过 PP 作 PQ /Wz 轴 ,Q 为 PQ 与 TT 的 交点 ,Q 的 坐标 为 (cost,sint,(cost 十 1)* 十 1). 
如 下 图 (b) 所 示 , 在 xy 平面 上 展开 后 ,P 的 坐标 为 (1,0) ,QQ@ 的 坐标 为 (1,cos t 十 2cost 二 
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2), 故 DD 的 边界 曲线 由 y = 二 cos:x 十 2cost 十 2 与 + 二 士 x,，y 二 0 组成.D 的 面积 为 


部 二 | 和 3 a 


: (a) (b) 
例 6.30( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ” 设 锥 面 z = 二 37x* 十 3y (z 宇 0) 被 平面 工 一 


VY3z 十 4 二 0 截 下 的 (有 限 ) 部 分 为 5. 
(1) 求 曲 面 3 的 面积 ; 


(2) 用 薄 铁 片 制作 3 的 模型 ,A(2,0,2 V3),B( 一 1,0,W3) 为 3 上 的 两 点 ,O 为 
原点 ,将 3 沿线 段 OB 前 开 并 展 成 平面 图 形 D, 以 OA 方向 为 极 轴 建立 平面 极 坐 标 
系 , 试 写 出 D 的 边界 的 极 坐 标 方程 . 


解析 (1) 锥 面 与 平面 的 交 线 工 : | 


2 = 3 Sy， 
xXx/3z 十 4 二 0 
售 (z 一 去 ) 十 方 yY 二 1, 此 为 一 椭圆 , 它 所 围 图 形 Di 的 面积 为 这 VZx,3 的 面积 为 


= | ddy = drdy =— a 
| 了 | 
(2) 方法 1 交 线 了 的 球 坐 标 方程 为 


广 


在 zy 平面 上 的 投影 为 


Lg 


_ 8 _x 
3 一 cosg” 了 6 
作 平 面 z 二 V3 交 38 于 T, ,T 是 半径 为 1 的 圆 ( 如 下 图 (a) 所 示 ) ,其 上 任 一 点 到 O 的 


距离 为 2. 在 下 上 取 点 卫 , 设 其 球 坐标 为 Cu， mb), 则 六 一 一, 一 于 . 连 


接 OP 交 T 于 Q, 连 接 OA 交 厂 于 Ai,Q 的 球 坐标 为 { 2, 至 ,名 )，A,Q 的 驱 长 为 多 
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如 上 图 (b) ,在 平面 图 形 刀 中 , 设 己 的 极 坐标 为 (o,0), 则 Q 的 极 坐 标 为 (2,0)， 
AiQ 的 弧 长 为 20, 故 % 二 20. 因 7 == p, 于 是 D 的 边界 的 极 坐标 方程 为 


= 多 sb 

f 3— cos20 本 0 一 十 2 

方法 2 先 求 交 线 卫 的 柱 坐 标 方程 . 令 工 一 pcosg,y 一 pisin9,z 一 xz( 这 里 
(ol0,z) 是 卫 上 点 的 柱 坐 标 ) , 则 械 的 柱 坐 标 方程 为 


ES 
A 3 一 cos0 四 V3p 


作 平 面 z 王 V3 , 交 5 于 TT ,了 为 半径 是 1 的 圆 ( 如 图 Ca) 所 示 ), 其 上 任 一 点 到 原点 O 
的 距离 为 2. 在 TT 上任 取 点 PP, 设 其 柱 坐 标 为 (oi ,0 ,= ) ,连接 OP 交 T 于 Q, 连 接 O4 
交工 交 Al, 则 Q 的 柱 坐 标 为 (1,0,,W3),AiQ 的 弧 长 为 901. 


如 图 (b) ,在 平面 图 形 马 中 , 设 P 的 极 坐 标 为 (0,0) , 则 QQ 的 极 坐 标 为 (2,0) ,AQ 
的 弧 长 为 20, 故 9 一 26. 因为 二 所 十 zz 二 408, 所 以 p 二 2pi, 于 是 DD 的 边界 曲线 
的 极 坐标 方程 为 


8 3 
f 3— cos20 本 二 
练习 题 六 
Ek 设 zy 平面 上 三 点 的 坐标 为 (al ,az ), (pi ,pb ), (clycz) ,求证 :以 这 三 点 为 顶 
Cl Uv? ] 
点 的 三 角形 的 面积 为 | 5 ”5。 工 的 绝对 值 . 
Ci C2 ] 
y 十 3z 一 1 = 二 
2. 求 通过 直线 “| 。””。 | 2 _ 0 ' 且 与 平面 2 一 y 十 5 十 2 一 0 垂直 的 平 
面 方程 . 
入 TT = by 
3 求 通过 百 线 ( rods 有 目 与 平面 x 一 43 一 8z 十 12 二 0 的 夹 角 为 地 的 
平面 方程 . 


一 子 且 与 直线 二 -一 


= 地 相交 的 直线 方程 
5. 求 通过 点 (1,2,1), 且 与 两 直线 
天 一 2 一 & 十 二 会 ， Zr 一 yy 十 zx 一 0， 
Li: L;: 
一 在 一 1 二 :0 人 TX—y—z 三 0 
“2271 »， 
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都 相交 的 直线 方程 . 
6 求 虑 (0256; 本 关于 直线 三 二 一 Yo 2 的 对 称 点 ， 
. 求 点 (0,0,3) 到 直线 zx 一 1 二 2 2 二- 一 z 的 臣 离 . 
Te 


9. 求 两 条 直线 < 一 之 一 与 < 二 + 一 = 2 间 的 距离 


. 10. 求 由 y= 二 zp (三 ) 十 WC3z) 确定 的 曲面 z= z(x,y) 在 点 (1, 一 1,1) 处 的 切 
平面 方程 和 法 线 方程 . 
11. 求 通过 直线 | ”_“ “““' 且 与 曲面 3 十 六 一 一 27 相 切 
的 平面 方程 . 
工 一 3 一 上 
1 ki 二 一 ] 十 21, 在 平面 一 y 十 3z 十 8 二 0 上 的 投影 的 方程 . 
之 二 5 十 81 
13. 求 直线 了 < 一 闻 一 坊 绕 y 轴 旋转 一 周 的 旋转 曲面 的 方程 
14. 求 立 体 


(ry | 27 2 二 名 (下 (y+17 二 (z= 1 志 ) 
的 体积 . 
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专题 7 级 数 


7.1 基本 概念 与 内 容 提 要 


7.1.1 数 项 级 数 的 主要 性 质 

设 S, 一 DaiwlimS, 一 人, 则 级 数 > Yo 收 全 于 人 , 香 则 称 级 数 > ce, 发 区 
D 级 数 > a, 收敛 的 必要 条 件 是 lima, 一 0 

2) 车 了 2a, 与 0 管 收 合 , 则 > (o, 士 b) 也 收 全 


3) 着 > 收敛 ， 3 发 散 ， WD, 十 刀 ) 发 散 . 


4) 对 收敛 级 数 任意 加 括号 得 到 的 新 级 数 仍 收敛 ， 且 其 和 不 变 
5) 正 项 级 数 收 敛 的 充 要 条 件 是 其 部 分 和 数列 有 界 . 


7.1.2 正 项 级 数 敛 散 性 判别 法 

1) 比较 判别 法 I : 设 0 志 ai 二 56,, 则 D3 收敛 时 ， 3 收 敏 ; 当 ye, 发 散 
时 , 2b, 发 散 

2) 比较 判别 法 且 : 设 a 之 0,b 之 0, 且 lim 名 一 4, 则 当 0<<4< 十 9， 本 收 
敛 时 ， p32 收 合 ; 当 0 二 4 和 十 9， > 发 散 时 ， 2 发 散 . 

3) 比值 判别 法 : 设 a > 0， 车 lim er = 二 和 则 当 0 声 过 1 时 ， D0 收 敏 ; 当 
>1 时 , > 发 散 . 

4) 根 值 判别 法 : 设 wa >0, 若 lim 一 区 出 当 丰 过 天 过 时， 20, 收 伍 ; 当 2 
| 时 ,Do, 发 散 . 
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5) 两 个 重要 级 数 
(1) 几何 级 数 y\ag*: 当 19g| 一 1 时 收敛, 当 |g| 达 1 时 发 散 . 且 当 |g | 二 1 时 ， 
= 

有 之 ,aq 


(2) 级 数 坊 : 当 户 > 1 时 收敛 , 当 户 < 1 时 发 散 
7.1.3 ， 任意 项 级 数 剑 散 性 判别 法 

1) 3 | 收敛 时 ,> w 必 收敛 ,此 时 称 w， 绝对 收敛 

2) 当 21 1 | 发 散 ,但 a, 收敛, 此 时 称 > o。 条 件 收 人 


3) 莱 布 尼 慈 判别 法 : 设 交错 级 数 > (一 1)"a,,a, 二 0, 若 数列 fa,} 单调 减少 , 目 
lima, 二 0, 则 该 级 数 收敛 (可 能 是 绝对 收敛 或 条 件 收敛 ). 


4) 对 于 任意 项 级 数 >\a, , 若 lim 
n= 1 Py 


ey | 三 出 当 OA Ri 村， py 绝对 收 
伊 ; 当 4 之 1 时 , Da 发 散 . 
7.1.4 和 需 级 数 的 收敛 半径 、 收 敛 域 与 和 函数 


对 于 震级 数 >, anz", 若 lim | | 一 尺 ,这 里 0 过 R00. 当 R = 二 0 时 ,震级 数 
i=0 ee +l 


仅 妆 呈 生 站 时 收敛 (收敛 于 Qa0 眉 当 民 二 十 oo 时 ,二 级 数 VY x E R 收 伍 ， 即 和 项 级 数 的 
收敛 域 为 (一 ,十 oo0); 当 0 二 R< 十 时; 称 R 为 军 级 数 的 收 伍 半 径 , 称 (一 R,R) 
为 上 级 数 的 收敛 区 间 . 收敛 区 间 与 使 寡 级 数 收敛 的 端点 工 王 尺 或 zx = 一 R 的 并 集 ， 
称 为 禹 级 数 的 收敛 域 . 

医 级 数 的 和 函数 在 其 收敛 域 上 为 连续 函数 ; 寡 级 数 在 其 收敛 区 间 内 可 逐 项 求 
导数 、 逐 项 求 积 分 , 且 其 收敛 半径 不 变 ,但 在 两 个 端点 的 敛 散 性 可 能 改变 . 此 性 质 常 
用 于 求 医 级 数 的 和 函数 


7.1.5 初等 函数 关于 x 的 窒 级 数 展开 式 
1) 公式 法 :常用 的 公式 有 


i 2 7 = tz 二 + a 如 eeay 


5 ZI 5 
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] 
zt — PP Ee 一 -一 ”二 司 和 看 
sinz 一 =- 1 Ty = 3 并 +5 x (| Zz | 二 十 co) 
一 一 | ll ‘2 于 4 = 站 
coOsX 一 号 二 站 ] 217 TA (| 并 | 一 十 ec) 
sa S ] = ] 本 ] 3 E 
jn(] 一 工 ) =— >》， 一 并 一半 = 1 上) 
oe 2 6 
i 


= tt 


2) 先 用 公式 法 求 f(x) 的 关于 工 的 寡 级 数 展 开 式 ,再 逐 项 积分 求 f(x) 的 寡 级 
数 展开 式 . 


3) 先 用 公式 法 求 | f(x)dz 的 关于 xz 的 宕 级 展开 式 ,再 逐 项 求 导数 求 /(z) 的 
震级 数 展开 式 . 
7.1.6 傅 氏 级 数 
1) 设 f(z) 是 周期 为 2r 的 可 积 盟 数 , 则 有 传 氏 系数 公子 
oo = | fer)cosnrdr, n= 0,1,2,° 


b, = | f(r)sinnzdzs n= 1,23 9 


盟 数 f(x) 的 傅 氏 级 数 展开 式 为 


2 


EY 2 十 D(a, COSN7 + bsinnz ) 


2) 收敛 定理 : 若 f(x) 是 以 2 为 周期 的 陋 数 ,在 [一 x,xj 上 除 有 限 个 第 一 类 间 
断 点 外 均 连 续 , 目 在 [一 x,xj] 上 只 有 有 限 个 极 值 点 , 则 函数 A(z) 的 傅 氏 级 数 展开 式 


在 zx € (一 ceo, 十 ec) 处 收 合 于 二 二 [zz 一 ) 十 f(z 十 )]. 


3) 正弦 级 数 与 余弦 级 数 
若 f(zx) 是 周期 为 2x 的 偶 函 数 , 则 f(x) 的 傅 氏 级 数 展 开 式 为 余弦 级 数 , 即 


fx) 2 二 a 
n= 1 
其 中 a6 三 | fr)dz, a = | f(z)cosnrdr. 
若 f(z) 是 周期 为 2x 的 奇 函数 , 则 f(x) 的 傅 氏 级 数 展 开 式 为 正弦 级 数 , 即 
FLY = SV slonr 
n=1 
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其 中 必 三 = | | f(r)sinnr dae. 


mo 只 给 出 在 L0,xj] 上 的 定义 , 则 既 可 将 f(z) 作 偶 延 拓 ,使 f(x) 成 为 
的 入 汪 时 ,于 各 光 李 雪耻 同 交 -并 和 必 者 起 六 : 佛 风 wi 台 光 阐 期 六 凶 
的 奇遇 数 , 求 其 正弦 级 数 . 


7.2 芪 融 题 与 精 选 题 解析 


7.2.1 判别 正 项 级 数 的 敛 散 性 ( 例 7. 1 一 7. 14) 
例 7. 1 浙江 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 { 人 ta 10 为 满 是 es = 二 a 十 扩 (n 主 1) 的 
两 个 实数 列 , 已 知 a 二 00n 宇 1), 且 3a, 收敛 ,证 明 ， 3 b, + 也 收 伍 


4 


解析 ”由 于 a 收敛 ， 所 以 Jane = 0. Ka, >>0, 且 


=| 
, te 2 
久 一 nkev —an) 一 la 人 (1 十 mm 十 全 十 (at —6&, ) 
人 


一 nl1 二 + o(as) )~ > 二 g(a:) ~ 2 (7 一 > 00) 


履 六 六 由 是 汪 ~ ,于 是 级 数 和 
例 7,2( 江 苏 省 2010 年 竞赛 题 ) Eee Wi = Ta 2 a Ds 


Ql = an —ari(n = 2,3,.) ,i x = "判别 级 数 了 的 敛 散 性 . 


解析 已 Tai 三 了 六 Sy i 归纳 设 a, 二 0,a, 一 CC， 
盖 0, 则 


Cr AM 一 da el 一 = (us 一 We > 0 
印 er 三 人 二 0, 所 以 数列 ta 严格 增 . 且 Yn € Ns,a, 过 0, 由 


3 — i! J Cris] ~ CC 


i _ 
一 (} => 0 a 


区 1 2 < 3 人 
内 DD vz 2 # 一 】 9 w= 
= 0 yy < 一 一 :大 i < 人 ) 这 全 < PE ee Fs ) p 全 Se 全 ) 
A 3 i 3 ( mf ~ ~ 3 | 3 


由 于 级 数 > [二 ) ” 收 化 ,应 用 比较 判别 法 得 也 xz, 收 化 


/es 
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,XP = 2 i (N= 


例 7.3( 全 国 大 学 生 2015 年 决赛 题 ) 设 户 之 0,zl = 于 


) ,证 明 级 数 2, 二 7 收敛 并 求 其 和 |. 
Lo 一 人 十 ov 由 于 an 二 an 宇 0， 
收 钱 . 我 们 令 lima, 二 A, 则 


解析 记 一雄 , 则 四 二 zf 二 享 ; qm 
外 单调 增加 , 奎 数列 {a,) 有 上 界 , 则 {a; 
三 方 之 0, 所 以 数列 {a,} 上 无 界 ， 


所 以 数列 (a 
及 一 A 三 及 “=> 及 二 总、j 这 是 不 可 能 的 ， 因为 a, 宇 ai 
Bllima, = 3. 
由 a 二 有 & 十 民 二 a, (二 已) 可 得 
4 ] ee eg 
Cart (tn (] tin Cn 1 直 古 ， 外 二 总。 Un Wntl 
考虑 级 数 > 证- 5 的 部 分 和 
二 了 各 时 起 1 1 1 | 1 
“二 ee 一 一 一 一 | 二 一 一 一 一 /? 
和 六 ] + eh St ] 十 =- | - Cpt ) Qi 9 | limsS, Ui 人 
1 十 却 十 … 十 过 
的 敛 散 


折 以 级 数 > ts 收 敏 , 且 其 和 为 42. 
判别 级 数 > rT 


例 7. 4( 全 国 大 学 生 2013 年 预赛 题 ) 


性 ;着 收 钱 , 求 其 和 . 
解析 ”由 于 
六 十 计 十 … 十 二 之 | 二 dz 一 Im (n 之 2) 
oO 7 
此 总 三 车 三 十 es -< 1 十 Inn(n 1 当 充分 大 时 ,因为 1 十 lnn 一 Vm ， 
所 以 
] 
3 Te n ] 十 lnz a Vn i i 
. A 1 十 2) (nFDni2) (n+lD)ni+2) 
而 级 数 了 王 一 收敛 ,应 用 比较 判别 法 , 即 得 原 级 数 收敛 . 
"1 jz 
: » DT? s 


芍 虑 厚 级 数 的 部 分 和 
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es Uk 
$= 2 FD ET - 2 al 1 及 5) 
Ql__ 1 和 a CL7 
2 TT3 人 Ni 2 
ai C3 — i Qs Qs Ux 人 QW 
-1 
od 
TTF,. 1 i 7 十 2 
一 进 呈 二 二， 未 上 本 1 | 二 
人 
因 ” -> co 时 ,一 >0,0 二 -和 这 1 二 mm 0, 故 S >1. 即 原 级 数 的 和 为 1 
5 一 下 二 下 2 . ” 


例 7.$( 全 国 大 学 生 2010 年 预赛 题 ) 设 a, 这 0(n 王 1,2,…), S, 二 》\a;, 证 
i=1 
明 : 
C1 当 4 之 1 时 ,级 数 > oS 收敛 ; 


(2) 当 a 过 1 且 S, 下 十 so(n 一 055) 时 ， 级 数 多 ca 发 散 . 


解析 (1) 当 a 之 1 时 , 设 f(x) = xz, 在 区 间 [S,1,S,] 上 应 六 用 拉 格 朗 日 中 值 
定理 , 必 3& € (S, 1,S,), 使 得 


RI FS 1 PCS 一 号 二 5 Ty ee 
由 此 式 可 得 
| 
设 正 项 级 数 > -二 ( 避 了 一 可 ) 的 部 分 和 为 5,, 由 于 
和 
es 


所 以 级 数 (5 一 号 ) 收 伍 , 应 用 比较 判别 法 即 得 级 数 > 8s 收 全 


(2) er Inz, 在 区 间 LS ys 上 应 立 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 必 
jn 万 (S,_1，S,) ,使 得 
。 278 。 
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StI) — EB) = 8 NB —S i 


由 此 式 可 得 


Cn ~ Un 


Se 7 a SS。 SA 多 7 


| 
BS 


由 于 


设 正 项 级 数 》 | 


-一 i —l]nS 十 lnS; 一 lnS; 十 … 十 lnSs 一 lnS,1) 
= jim(lnS, 一 ]nai ) 一 十 ce 


Re = 各 = lim(1 一 全)= 1 (这 里 设 数 列 {a,) 收敛 ) 


?>OO n 7 OO S Wc 


所 以 级 数 2 Sin 这” 发 散 ,应 用 比较 判别 法 , 即 得 级 数 > 全 发散 


Cx 


当 a 二 1 时 ,不 妨 设 S, 记 1, 因 空 宇 他 ,应 用 比较 判别 法 , 即 得 级 数 》， 空 发 散 . 


> em 


例 7.6( 浙 江 省 2011 年 竞赛 题 ) 已 知 正 项 级 数 a 收敛 , 试 证 明 级 数 


2 ; Vaiaz…an 收敛 . 
解析 i Var 的 部 分 和 


2 上 ia; n | n 1 
和 


] i 
(十 1) 汪 下 十 和 3) 


了 
,本 且 ] 1 
和 2 TR "Gr | 


_ 
一起 过 十 | a Er | 
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= 让 训 十 地 一 二 之 记 喜 十 地 )= 二 十 1 a 


7 Z n 


所 以 


ni 


3 fasas a < 2 a (i 让)<4Da 
k=1 一 1 


k=i 


由 于 收敛 级 数 > )a, 的 部 分 和 有 界 , 所 以 级 数 ”ya 的 部 分 和 有 界 , 于 是 级 
数 >，Vaiaz…a， 收敛 . 


ee 
例 7. 7( 英 斯 科 动 力学 院 1975 年 竞赛 题 ) 对 于 级 数 > w( 其 中 a, > 0); 者 
In() 

Ne 求证 : 当 和 二 1 时 ， 级 数 a 收 伍 ; 当 二 1 时， 级 数 发 散 . 
解析 (1) 当 4 二 1 时 , 取 zp: sy 由 极限 性 质 , 3N € N. 4n 宕 N 时 ， 有 


lim 
N00 


而 加 之 1 时 二 收敛 ， 所 以 Ya， 收敛 ， 因而 > v， 收敛 . 


"=N 7 n=N 
(2) 当 4 过 1 时 , 取 p:4 二 pp 三 1， 由 极限 性 质 ， IJNEN, 当 nn 宇 计时 ,有 
In— 
Inn i 


而 p<1 时 > 发 散 ， 所 以 2a， 发 散 ， 因而 a 发 散 . 


例 7.8( 全 国 大 学 生 2012 年 预赛 题 ) 没 D 和 为 为 正 项 级 数 . 


GD 车 lim (2 ~ ) > 0, 证明: Da, 收 伍 ， 
n nT #=] 


(2 若 lim 2 


7 一 > CO Grib, 


ed 0 > 加 发 散 ,证 明 : 3 a, 发 散 . 


解析 (1) 设 lim (一 家 -一 )= clc 请 0 或 和 十 50), 取 实数 d(0 二 4 过 cc), 则 


ntl On bri 


JNEN', 当 n 宇 NN 时 有 


Gs 外 sd 过 和 Qt 


Sdaiis SD (1) 
C7rHl bp, bt + bn | 
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因此 数列 | 和 } 单 调 减少 , 且 显 然 有 下 界 , 所 以 | 佐 | 收 分 , 记 为 lim 各 =X. 又 由 于 级 
数 (各 一 和 ) 的 部 分 和 S。 满足 


WR lim (2 UN | NE Ce ,NE ait ) 
ep m ji 一 > > by Dri bv PN i ON 


全 六 向 UN A N-Hmt] CN 
pe lim BY FN 人 
b N [ IN-Fmt! p N 


所 以 级 数 > i 人 (各 一 佑 -收敛 ,再 由 (1) 式 ,应 用 比较 判别 法 得 级 数 ,das 收敛 ， 


因此 级 数 yw， ! 收 伍 . 
n= | 
A 和 Uy ] _ 一 F IS 7 ~ 
(2) 设 lim (一 -j= 或 一 50), 取 实数 d(c 二 d 二 0), 则 jjNE€ 
y 1b; brit 
N*, 当 nn 宇 NN 时 有 
Un cd Cr 本 2 
aniib, bi Be Cy b, 
由 些 可 得 ?全 N 时 有 
人 LA = 4y 2 
pi 人 2 b, b R bn We 


由 于 级 数 了 6, 发散 ,所 以 级 数 》) sb, 发 散 ,再 由 (2) 式 ,应 用 比较 判别 法 得 级 数 


So, 发 散 , 因 此 级 数 > a, 发 散 . 
n=N n=] 

例 7.9( 精 选 题 )” 设 限 数 g(r) 是 (一 co ,十 ce) 上 连续 的 周期 清 数 ,周期 为 1， 
且 | g(x)dz 一 0, 顶 数 f(x) 在 [0,1] 上 有 连续 的 导数 ,a, = | fn ynr )dz. 证 明 : 


az 收敛 


fi 一 ] 


解析 作 积 分 换 元 , 邻 nz = 二 1. 则 
和 aa 各 本 站 惠 几 aa 
a» 一 J (rT) phnz) == 了 天 二 j(0d 
今 G(X) = | gCDd, 则 (Cr(CD) 一 一 0,.G (x) 一 P(X), 日 


天 I 
(7(n) zs | p(t) dt = n| gl di 六 
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Glz+n) = | p(i)dt = | gd 二 | gd 


区 l 和 
=| gdta] pd = | pdt0 = G0) 


所 以 G(x) 是 在 (一 c2, 十 ce) 上 连续 可 导 的 周期 图 数 , 于 是 C(Cz) 在 (一 c2 ,十 ce) 上 


-Ht ow -aeo[ fr (tom 
em ro 


因 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 了 (zx) 在 [0,1] 上 有 界 , 即 Yx € L0,1] 有 | (x) | 
委 Mz .于 是 


2 
| oa | 委 十 | Mi Mzdt = ee 之 好 云 ee 
1 vv 0 


而 > 人 人》 收敛 , 故 由 比较 判别 法 得 > az 收敛 
例 7. 10( 浙 江 省 2009 年 竞赛 题 ) 设 户 (z) 二 zx" 十 x 一 r, 其 中 rr 之 0.(1) 证 
明 ; f(z) 在 (0, 十 cc) 内 有 惟一 的 零点 z,;(2) 求 7 为 何 值 时 级 数 》)z, 收 全 ,为 何 


值 时 级 数 > z, 发 散 


解析 (1) 因 z 之 0 时 ，YnEN ,有 f(z) 连续 , 且 f(x) = 二 rz 十 1 之 0， 


所 以 f(x) 严格 增 . 又 因为 
三 (0) =—7r 过 0,. fG)=% 之 0 
根据 零点 定理 , f(x) 在 (0,7)(C (0, 十 ce)) 内 有 惟一 的 零点 工 ， 
(2) 当 0 之 r 过 1 时 ,7) = Yr 十 Pr 一 r 访 0, 又 由 所 (x) 严格 增 可 知 0 二 


z 二 六 ,而 Dr 收敛 ,由 比较 判别 法 可 得 级 数 》)z, 收 全 
当 r 之 1 时 , 因 lim Yr 一 1,lim 二 一 0, 所 以 只 要 n 充 分 大 ,就 有 
ls) 二 + 二 一 + 之 0 


由 f(z) 严格 增 可 知 zx, 之 二 一 之 0, 而 > 发散， 由 比较 判别 法 得 级 数 > < 发 散 . 
| ~ 一 ] 时 ,因为 


二 | = Ys pi 本 
(去 ) =,/ 直 十 产 一 1 一半 (1 一 2n 十 2n "让 一 计 (1 一 2n(1 一 a)) 
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二 7 机 
| 
一 一 一 (0 < 一 1) 由 : 
DP ee 


ea 
1 十 六 和 于 g i T se 


2 


i» 
于 名 ( 充 ) 过 0. 由 f(z) 严格 增 可 知 z, 之 序 之 0， 由 比较 判别 法 得 级 数 > 忆 发 散 . 


综 上 所 述 , 当 0 一 > 到 1 时 ， 有 数 立 收敛 ; 当 r 工时 ， 级 数 > zx ， 发散， 


例 7. 11( 精 选 题 ) 设 函数 f(z) 在 |z | 之 1 上 有 定义 ， 在 x 二 0 的 菜 邻 域内 有 
连续 的 二 阶 导 数 , 当 x 了 关 0 时 f(z) 关 0, 当 x 一 0 时 f(z) 是 的 高 阶 无 穷 小 , 且 
Yn EN, 有 


证 明 : 级 数 V1 25 | 收 全 . 


解析 因 z 一 0 时 f(x) 是 二 的 高 阶 无 穷 小 ， 且 f(z) 在 x = 二 0 附近 有 连续 的 
二 阶 导数 ,所 以 f(0) = 二 0, 了 (0) 一 0, 且 了 并 六 0, 使 |]z| 充 分 小 时 | (zx) | 声 K. 
应 用 马克 劳 林 展 式 ,有 


Wy = RF 二 = sf (Or 
这 里 £ 介 于 0 与 x 之 间 . 当 | | 充分 小 时 ,| 天 (8&) | 过 KK, 所 以 nn 充分 大 时 ,有 
1 


| 一 言 17 的 | 直 < 全 站 


由 于 基点 收敛 ,所 以 级 数 >) | 7 (二 ) | 收 全 
由 


/1 |] | 让 ] 
bn | S| Bb, | (ar) <|lb | | ar 
下 坷 | FI] a 
1 
| Hees < 二 | 页 | La 
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A 
又 | 7( 寺 ) | 政策 时 , 半 | 7( 5)| 收 伍 , 因 而 | 式 


) | 也 收 俩 


FT [Ps 
应 用 比较 判 别 法 得 级 数 > on | 收 钙 ， 由 此 得 > 1 5 | 也 收敛 , 因为 


VTBE | <3 b |+| br |) 


应 用 雍 较 法 即 得 级 数 >，VT5ZA T 收 伍 


例 7. 12( 精 选 题 ) (1) 先 讨论 级 数 了 (十 一 In(1 十 士 ) ) 的 敛 散 性 , 又 已 知 
Pe 1 十 去 十 “十 二 一 ln(1 十 ,证 明 数 列 {z,} 收敛 ; 
1 1 1 
加 旺 产 开 于 二 十 党 十 二 上 
解析 (1) 应 用 lnkl 十 zx) 的 马克 劳 林 展 式 , 有 


el a r 一 地 oy 中 < 多 


n+- 二 
二 一 (1+ 二 )= 疡 十 o( 坟 ) 一 元 


而 级 数 》 下 ; 收敛 ,所 以 级 数 (二 一 In( 1 二 二) ) 收 伍 . 该 级 数 的 部 分 和 为 


rr 1 十 序 十 “十 二 一 In(1 十 加) = 汉 


k= 1 


所 以 数列 {zx,) 收敛. 
(2) 由 于 lim 半 - = 0, 设 zx, 一 A, 则 


1 ] 
直到 村 ”二 
lim = = lim < — lim In(l+ nm) = 和 () 
1 一 CS Inn n> |nn 7) 全- oo -nn 
用 洛 必 达 法 则 ,有 
] 
lim In(1l + x) lim 十 工 一 lim l ==; 1 
5 lnz 
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所 以 lim 2 人 二 到 二 1, 由 (x ) 式 即 得 


im: 业 L_ (1 十 志 十 二 地)= lim 2 一 1 
nn 


7 一 > oO lnn 


有 一 wmCxD 


例 7. 13( 北 京 市 1992 年 竞赛 题 ) 设 /(z) 一 To 一 机 (0), 求 证 


级 数 > El - 收敛 ,并 求 其 和 |. 


7 二 [和 人 nd 


解析 令 FCa 二 (1 一 zx 一 寂 ) f(z), 则 F(z) 一 工 根据 莱 布 尼 效 公式 ,对 上 


Ret (rp) fl 1— 2 
CF (Et= 2) 
二 0 
令 工 一 0 得 
(nn 十 2 ) Tay 十 CaaH 《 郊 让 = 1) 十 Can1(— 2) 二 0 
(2) as — (N20 ann — (NI, ='0 


节 是 
Qnt2 = Qnti 十 Cn 
et ed ed = 
“0 "1 (1 —Zzx— x) |,o 
时 有 a, 一 se. 原 级 数 的 部 分 和 
i 1 _v_-L 
> 2 Uk ® Uk-2 2 QE ® Gpet2 3 (a | 
_ ff 二 一 上 1 4 Yi 是。 -是 
(a 02 计 本 (1 峡 本 U4 )+ TF Fe Crmtl 六 拘 2 
i 
Uo C] Unt] Qt2 


于 是 级 数 》， -aaa_ 收敛 , 目 和 为 2 


n=0 ne wie 


例 7. 14( 苋 斯 科 工程 物理 学 院 1975 年 竞赛 题 )” 试 举 出 一 个 收敛 的 正 项 级 数 
》)a,, 其 中 oo( 二 】 


解析 当 n 为 某 正 整 数 的 平方 时 , 取 a, 一 二 , 当 ? 不 是 茶 正 整数 的 平方 时 , 取 
a, 一 点, 即 21o, 为 


*。 285 。 


高 等 数学 竞赛 题解 析 教 程 


| 中 


让 
【站 项 二 二 下 全 小 芯 趟 辣 十 甘于 这 十 于 十 (1) 


这 里 w 天 (一 ). 下 面 证 明 该 级 数 是 收敛 的 . 由 于 


> 一 二 二 于 示 下 着 十 衣 直 让 二 站 二 表 直 让 二 (2) 
收敛 ,所 以 加 括号 后 级 数 
.1 十 ( 南 十 瘟 十 站) 十 ( 齐 十 吝 十 六 十 吝 十 间 + (zz 十 十 j6 )+… (3) 
也 收敛 . 又 由 于 级 数 
DD (4) 
收敛 ,所 以 (3) 与 (4) 式 逐 项 相 减 后 所 得 级 数 
和 


也 收敛 . 再 将 收敛 级 数 (5) 与 (2) 逐 项 相 加 即 得 级 数 (1) 收敛. 
7.2.2 判别 任意 项 级 数 的 敛 散 性 ( 例 7. 15 一 7. 27) 


例 7. 1$( 北 方 工业 大 学 1999 年 竞赛 题 ) 若 级 数 > 2 (及 宇 0) 收敛 ,级 数 
n=] 


> (a, 一 a 1) 也 收敛, 证 明 , 级 数 > ab, 绝对 收 合 


解析 “由 > (a, 一 ov， ) 收敛 , 故 其 部 分 和 数 


与 ， 王 了 一 &o 十 2z 一 于 十 十 0 一 & 三 Ci 一 人 0 


收敛 ( 当 ， -> cc) ,于 是 存在 信使 lima 一 A, 目 存在 ME R+ ,使 得 | os | 三 M. 所 以 
| ab | 过 M | b | ,根据 比较 判别 法 得 > ab 绝对 收敛 


例 7.16( 广 东 省 1991 年 竞赛 题 ) 试 判断 级 数 > (-- 1)"tan( /TY 十 3x) 是 否 
收 伍 . 若 收敛 ,是 绝对 收 全 还 是 条 件 收敛? 
解析 令 ww = tan(Vr 十 27), 则 


2 工 
za = tan( Vn 十 2 一 1)T 一 tan 一 一 一 一 
V711 十 2 十 7 
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显 见 a, 一 0(n 一 59), 是 数列 {a,} 单调 减 (n = 2,3,…). 应 用 莱 布 尼 兹 判别 法 ,得 
2 (— a, 收敛 . 因为 


2 区 2 区 2 


“天生 一 和 ee es 


= 
n+2+n Vn+2+n 天 十 上 十 天 an 


Ey 发 散 ,所 以 原 级 数 非 绝 对 收敛 . 故 原 级 数 条 件 收敛 . 


例 i 17( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) ”对 常数 ee 
PN yn V2 十 1 一 Vm 


何 时 绝对 收敛、 何 时 条 件 收 化、 何 时 发 散 
解析 令 wp 


~ Un 


l ] ] 


拭 


CTIT+W (IT 工 +]m 2 


故 当 户 十 寺 >1( 即 户 >> 去) 时 >)o 收敛 , 则 原 级 数 绝对 收敛 ; 当 思 上 + 二 扩 1( 即 户 < 


时 > 发 散 , 则 原 级 数 非 绝对 收敛 


] 


当 0 过 p 十 方 之 1( 即 一 去 二 p 志 去 ) 时 显然 a, -> 0 一 co). 令 


f(r) = x(Vri+l+V/r) (rt>0) 
由 于 


F(R=2 (est!l tz) (p+ 二 


且 x* 污 0, Vz 十 1 十 Vz 之 0, 而 


Vx | 1 
I 于 一 访 十 友之 0 
im | a) 2 


所 以 z 充 分 大 时 f(z) 单调 增 ,于 是 充分 大 时 ,a, = 元 站 单调 碱 少 ,应 用 莱 布 尼 北 
判别 法 推 知 一 去 二 p 过 直 时 原 级 数 条 件 收敛 
当 p 十 方 和 0 时 v0(n 一 0), 故 记过 一 友 时 原 级 数 发 数 
“ ZF 
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例 7. 18( 全 国 大 学 生 2013 年 决赛 题 ) ” 若 对 于 任意 的 趋向 于 0 的 序列 {z 
数 > our， 都 是 收敛 的 , 试 证 : 级 数 > | a | 收敛 . 


解析 “〔 用 反 证 法 ) 设 级 数 > |a; | 发 散 , 记 5， -> | ai 1, 则 lim S, 一 十 ce， 


于 是 存在 单调 增加 的 正 整 数 数列 Ch = 1 js 使 得 S， > 155 一 5 守 上 
(= 区 0 也 


= sgna, (mei 上 十】 和 寺 寺 坟 ) 


则 lim x 三 人 由 于 


yoann 一 《| ai | 十 | az | 十 十 | wa 1) 十 与 7 (| am (| wai | 
n= ] 


二 十 地 (ann | 二 | as is | 十 十 | am 十 … 


Cn _i ne—I "< 


i 
上 
2 


3 二 二 十 请 二 二 1 十 1 十 十 1 十 … 


1 
2 
所 以 级 数 Ya,z, 发 散 , 此 与 题 设 条 件 矛盾 . 所 以 级 数 \ | a | 收 化 
nn 二 ] 7 一 ] 
例 7. 19( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) 设 ao 王 0,a = V2 二 a,, n= 二 0,1,2,"…， 


ri? 


讨论 级 数 > (一 1 V3 一 a 是 绝对 收敛 .条件 收敛 还 是 发 散 


解析 ao ==0, a = V2 十 0 一 V2 之 a0; 归纳 设 0 寺 a, ,< 到 ao 一 2 十 a 过 2 
十 a 这 V2 十 a 过 V2 十 as; 即 a, 一 < ,数列 {a,) 单调 增加 . 又 w 二 2, 归 纳 设 
a 之 2, 则 V2 十 a 过 2, 即 a 过 2, 所 以 数列 {a,) 有 上 界 . 据 单 调 有 界 准则 得 {a,) 
收 伍 . lima, 二 A, 则 有 A 二 v2 十 A , 解 得 A = 2. 于 是 lima, 二 


令 b 一 V2 一 a ,由 于 


i 一 
hm = 上- 人 lim < ea 
NR-*oo pb, 1 CC 2 OQ ， 生 -9、 7 
一 下 4 


= Jn 


(2 一 0)(2 十 VE 十) /2d IT 
据 比值 判别 法 得 > 5 收敛 , 即 原 级 数 绝对 收 化 


例 7.20( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 


?之 
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数 & 的 取 值 范 围 . 


解析 令 o = -二 ,因为 


a cs PT = 
四 nO— 1 ni*—n* nm 


所 以 ,; 当 1 一 k 宇 1, 即 上 过 0 时 ,; 原 级 数 绝对 收 钱 ; 当 1 一 & 过 1, 即 上 三 0 时 , 原 级 数 
非 绝 对 收敛 . 
当天 1 时 ,因为 


TCR = 一 
1 一 全 no 


所 以 ,三 1 时 原 级 数 发 散 . 
当 0<k 二 1 时 ,因为 lim - 


布 尼 效 判别 法 得 原 级 数 收敛 . 
综 上 , 当 0 达 上 过 1 时 原 级 数 条 件 收敛 . 


例 7.21( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) 设 级 数 Da 条 
在 , 求 r+ 的 值 ,并 举 出 满足 这 些 条 件 的 例子 . 
解析 因 级 数 >a， 条 件 收 敛 , 故 该 级 数 不 可 能 为 正 项 级 数 或 希 项 级 数 . 由 


n .一 二 一 为 单调 减少 ,应 用 莱 


= 存 


Ci ] 


= 六 | 


lim 一 一 太一 > 
Un 


/a 


GD 车 |7 | 二 1, 则 由 比值 判别 法 推 得 3)| a, | 收敛 ,此 与 条 件 矛盾 , 故 | | 之 1 


(2) 看 |7 了 | 这 1. 则 由 lim| sa 三 | 7 | 之 1, 推 知 n 充 分 大 时 数列 (| w | } 单调 
增 , 故 | a, |0 二 a,>r0, 此 与 条 件 巴 盾 , 故 |r | 二 1, 即 r= 二 1, 一 1. 
(3) 车 7 = 1, 则 由 lim 2 = 1, 推 知 n 充 分 大 时 ,a, 与 as 同 为 正 值 或 同 为 负 


值 ,此 不 可 能 . 
综 上 ,得 r+ = 二 一 1. 


例如 级 数 了 (一 1)" 上 为 条 件 收敛 , 且 


TD 


lim - a ey | 一 这 
\, _ ] ] 
上 7. 22( 江 苏 省 1996 年 竟 p= 
例 7.22( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) ”讨论 级 数 一 


ZY 
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的 敛 散 性 ( 轧 为 常数 ). 
解析 当 p= 二 去 时 , 原 式 一 > (一 ] PY ,由 于 此 为 交 交 铺 级 数 ,二 单调 减少 


且 收 敛 于 0, 由 莱 布 尼 效 判别 法 得 p = 元 时 原 级 数 收敛 
当 p 之 0 时 , 原 级 数 的 通 项 ws*0, 所 以 原 级 数 发 散 
当 p 之 却 时 ,考虑 加 括号 (两 项 一 括 ) 的 级 数 


| | 1 
2 zt (1) 

: i 

由 于 ”> cc 时 在 p 之 亏 时 写生 济 ,前 一 二 一 羽 = 
V2n—1 = 全 ) J J i 和 


同 阶 , >) 上 发 散 ,所 以 户 > 二 时 ,加 括号 的 级 数 (1) 发 散 ,因而 原 级 数 也 发 散 
mn 一] VN 


当 0 一 户 一 广 时 , 考虑 如 下 加 括号 的 级 数 


] ] 
三 (2 
> (ton mA 
由 于 让 00 时 ,7 一 后 = 二 ( 在 力 之 计时) 与 cp 同 阶 ,而 Tz 与 考 同 
C2n)* /Dn 征 2 he (2n)7 7 on)? nt 


阶 ， > 发 散 ， 所 以 0 一 户 二 六 时 ,加 括号 的 级 数 (2) 发 散 , 因 而 原 级 数 也 发 散 . 


综 上 所 述 , 原 级 数 仅 当 p 一 时 收 化 


例 7.23( 全 国 大 学 生 2011 年 决赛 题 ) ” 设 限 数 f(z) 是 区 间 ( 一 oo, 十 co0) 上 的 
可 微 函 数 , | 广 (z) | 二 mf (x), 其 中 0 二 m 过 1, 任 取 实 数 &6 ,定义 a, = lnf(a,i)， 


下 三 jy 2 证 明 ， > (aa 一 ai) 绝对 收 钱 . 


解析 对 函数 F(z) 一 Inf(z) ,在 以 ayar， 为 端点 的 区 间 上 应 用 拉 格 朗 日 
中 值 定理 ,得 F(ai)— F(as) = me F (E£) (a i Uj_2)， 即 


Inf(a,i) — lnf(a, zs) -fa (Gs) 


则 


We 
cs 
mm 


六 rr 
n QQ 一 3 | 1™ Uo 
a Cl | 过 mm | Cr 一 ! Cr 一 2 | 过 770 U2 U3 | > m | 4 | 


内 于 人 0 过 于 之 1 时 ,几何 级 数 > mr ai 一 an | 收 伍 ,因此 应 用 比较 判别 法 可 得 
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级 数 >，| a 一 a | 收敛, 即 > Co, 一 41) 绝对 收 全 
例 7.24( 精 选 题 ) 没 丫 功 在 一， 十 ce) 上 有 定义 ,在 x 二 0 的 邻 域内 了 有 
连续 的 导数 , 且 lim 个 2 一 “> 0, 计 i 级 数 (一 Dm" /( 二 ) 的 敛 散 性 . 
解析 和 于 tin ca so, 所 以 = 0 时 ,Ca 一 or,f( 寺 ) 一 上 ,而 


数 》 人 发 散 , 故 级 数 > (一 Dm" 了 (二 ) 非 绝对 收敛 由 条 件 可 得 f(0) 一 0, 又 
rt0) lim (ry 二 《IY mm, lim 2 a 

且 a 放 0, 因 了 (x) 在 x 二 0 连续 ,所 以 存在 x 二 0 的 某 邻 域 U, 其 内 f(x) 放 0, 因 

而 在 U 中 f(x) 严格 增 , 于 是 当 %n 充分 大 时 ,有 


1 1 
Natij< Fn) 
即 |7( 二 ) | 单调 减 , 且 lim/ (二)= Fo) = 0, 应 用 莱 布 尼 效 法 则 即 得 原 级 数 条 件 
收敛 
例 7. 25( 全 国 大 学 生 2016 年 决赛 题 ) 设 了 = | ”tanzdz, 其 中 为 正 整数 
(1) 铬 如 宇 计算 刁 十 和 2 


(2) 设 p 为 实数 , 讨 i 6 级 数 (一 1 天 的 绝对 收敛 性 与 条 件 收 敛 性 . 
解析 〈]1) 应 用 定 积分 的 换 元 积 ! 分 法 ,可 得 


TC/ 4 


元 [4 
1 不 = | (tan"x 二 tan" “x)dxr = | tan”™ “zdtanx 
1 0 


y T/ ] 
一 一 一 tan lx 
驼 一 0 


] 


i | 
{23 当 国 下 六 二 时 ， 0 才 tanz 志 1; 所 以 tam 六 tan 过 ta yx 地 用 定 


积分 的 保 向 性 得 
Lr < [fs < jw = 1 十 E; < 2 < Es 人 1, 2» 


又 由 第 (1) 问 可 得 ws 十 了 一 - . -于 是 


ee ] ] 1 
ee Te Th 7 Te (p>0) 
QD 当 pp 放 1 时 ,因为 | (一 "14 | 二 及 声 1 ' 阐 级 数 


= 29l] »* 
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> 元 = 专 i 
一 27(72 一 1)7 2A Cn—1)? 


显然 收敛 ,应 用 比较 判别 法 得 原 级 数 绝对 收敛 . 
] 


和 
2 a mR A 
显然 发 散 .应 用 比较 判别 法 得 原 级 数 非 绝对 收 全 .出 于 
3 1 加 1 
pe om pet lay 


应 用 夹 逼 准则 得 lim 了 4 = 0, 又 数列 { 及 ) 显然 单调 减少 , 据 莱 布 尼 芯 判别 法 得 原 级 数 
为 条 件 收敛 ， 

图 当 户 委 0 时 ,因为 | 生 1"1|= 及 之 2?(n 一 D7? 之 1, 所 以 lim( 一 1)"1? 
夫 0, 因 此 原 级 数 发 散 . 

例 7.26( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 k 为 常数 , 试 判别 级 数 > Cy 
多 化 菩 性 , 何 时 绝对 收 全 ? 何 时 条 件 收 全 ? 何 时 发。 


] 
7 (lnn)’ 


解析 Can = Fy ;. 当 R 1 时 ,因为 
1 1 
i ln 


7 


而 级 数 > 十 7 收 伐 ,所 以 & 二 1 > a, 收敛 , 故 原 级 数 在 & 全 工时 绝对 收敛 . 
本 让 时, 国 


2 


] | 了 | ] 
2 i(ln7)” < ny 二 了 二 sna Sn 2 er 
em 
lnix 


EW 
~ Fin 


a 


改 级 数 > 0 浆 的 部 分 和 有 上 界 , 所 以 k= 二 1 时 ， Sg 收敛 , 故 原 级 数 在 k= 二 1 


二 a 
当 &< 一 1 时 ,因为 


| 7 
= 3 TY 7 一 -十 CX 
ft 1 > (Ina 和) 
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而 2 ~ 发散, 所 以 & 二 1 时 原 级 数 非 绝 对 收敛 . 
i ,上 单调 减 , 且 


lima, = lim pr = 0 
应 用 莱 布 尼 兹 判别 法 得 原 级 数 在 0 三 二 1 时 条 件 收 敛 . 
当 上 过 0 时 ,因为 
l Ti n* 
lima, lim (lnn): ， 下 
所 以 上 二 0 时 原 级 数 发 散 . 


综 上 得 :三 1 绝对 收敛 ,0 过 & 二 1 时 条 件 收 敛 ,一 0 时 发 散 ， 
例 7. 27( 江 苏 省 2016 年 竞赛 题 ) 已 知 级 数 >， (一 1D)"(V 妥 十 1 一 V 天 一 1)zmlnm， 


其 中 实数 4 E [0,1], 试 对 讨论 该 级 数 的 绝对 收 伍 .条件 收敛 与 发 散 性 . 
解析 方法 1 设 a, 一 (vv 了 十 1 一 vV 和 一 1)m2lnz, 则 wa, 之 0, 且 7 交 -~> co 时 


- 2 21nn lnn 
a 二 nC(VR 二 1 一 Vr 一 1 Ob 
dT 


因为 有 EE [oll i 所 以 -名 > > mt 


法 得 级 数 31b, 一 
(1) 当 和 入 € [0;1) 时 ; 令 1z) = 三 去 V 妇 十 1 一 V 袜 一 1), 当 过 芝 2 时 , 因 


a 了 一 7 
fA) ed [十 z( -二 二 一 -一 ) 
= < 一 0 

Y 有 十 1 十 尽 达 一 ] 一 


所 以 f(z) 在 工 三 2 时 单调 减少 , 故 f(n) 二 nCyri 十 1 一 Vr 一 1) 单调 减少 . 
令 g(x) = 25, 因 Qi 了 一 大 二 加 则 


g' (Xx) — 1— (1— Xinz 二 2 ns 0 (2> 时 ) 


所 以 + 充分 大 时 g(xz) 一 号 单调 减少 , 故 充 分 大 时 g(n) = 于 单 调 碱 少 . 显然 


fn) 之 0，5(02) 二 0. 故 (oa ) 二 (f(n)，g(n)} 也 单调 减少 .又 应 用 洛 必 达 法 则 有 
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i Inx ] /六 到 ] 
mat ln Bn ri 
于 征 limg(z) 一 5 lim -i ee = 你 ,所 汶 | 
. 2 .lnn 
lng = lm im 二 1.0=0 
应 用 莱 布 尼 茨 判别 法 得 交错 级 数 >， (一 1 收敛 . 
综 上 ,可 得 原 级 数 在 1 € L0,1) 时 为 条 件 收敛 . 
《2 汉 志 1 有时, 园 汶 
21nn . 
lima, = 二 lim 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 二 十 co， lim( 一 1)"a, 关 0 
Fe Ad 1 lm wll/n n=on 


所 以 原 级 数 在 二 1 时 发 散 
方法 2 数列 {a,) 单调 减少 的 证 明 改 动 如 下 ,其 他 步骤 同方 法 1. 
学 Rr) = (Ww 二 — 1 li 


/ 中- 一 本， 
Ft) (=- +R Ty lors 1) 
2r iw — 1Ahirt DD Ze -Ain) — Za lnx 
Vil1(vVi+l1l+ Vri—1)r" VX —1(vVic+l+ vr ml1)r 


27x (1— (1 — A)lnz) 
= 人 <0 ( 当 xz De 时 ) 
Nr 


所 以 xz 充分 大 时 f(x) 单调 减少 , 故 n 充分 大 时 {a,) 二 《4f(n)} 单调 减少 . 
7.2.3 求 景 级 数 的 收 剑 域 与 和 函数 ( 例 7. 28 一 7. 45) 


例 7. 28( 南 京 大 学 1996 年 竞赛 题 ) 求 宕 级 数 》 二 的 收敛 域 . 
解析 令 w 一 -一 一 六, 则 收 全 域 半 径 
a 1 7 十 1 一 (一 D” 
i 和 i 
ee ed 
者 ， = 1 时 原 备 级 数 为 > - ar , 因为 一 -一 一 (aco)， 而 
二 发 散 an 
一] 
当 工 = 一 时 , 原 虎 级 数 为 
; 1 本 “二 全 下 
2 一 二 一 3 + 之, (一 1) i 
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= 1 


也 严格 减 , 又 limf(n) 一 sateen i bh 


~ 南 , 而 沁 汪 收敛 ,所 以 
放 所 求 收 伊 域 为 [一 1, 1 


例 7. 29( 北 京 市 1996 年 竞赛 题 ) 求 级 数 》) 个 air 的 收敛 域 


二 一 1 时 原 级 数 收敛 . 


n=] 


CI 
解析 今 ww 人 (Z) nnn nm) "由 于 


un (x) | 一 lim 0 de < i sm sd el 
Wh ieco| 《一 1)"S (Rt Tal Cad 1 Cn 1) | a 
=8|x | 


lim 


7 一 > 和 CO 


故 当 一 六 一 工 二 广 时 , 原 级 数 收 全 


当 z 一 十, 原 级 数 化 为 > CR 


nn 二] 


= 一 一 元 , 原 级 数 化 为 》， 


nm 一 ] 


4 4 1 
a 
?ln(723 十 7) ” nlnn’ nlnn 人 


a 十 1》 ' 因 为 


Xxlnzx 


而 |” 寺 -dz 一 inlinzl| te 一 发散. 因此 由 


比较 判别 法 得 级 数 村 发 散 , 因 而 发 散 . 


nln(n Pe ) i i 十 加 》 


综 上 所 述 ， 全 大 为 (一 二 ， 世上 | 


例 7. 30( 江 苏 省 2004 年 竞赛 题 ) ” 求 宕 级 数 >， i 的 收 伍 域 . 
8 一 ] 
] 
全 一 一 一 一 一, 拓 
解析 令 o 一 元 8 二 (二 29, 见 
— 2 六 
| jm DG + OD) jm tO) 
n(3" 二 (— 2)") 天 -cr 1 十 (=) 
3 
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所 以 震级 数 的 收敛 半径 尺 = 3. 当 z 一 3 时 ， 原 等 级 数 化 为 > 因为 


和 i 0 
i 二 (27) > 襄 ' 和 访 发 数 ,由 比较 判别 法 知 z 二 3 时 原 知 级 数 发 散 . 当 工 一 
一 3 时 , 原 级 数 化 为 


-oO LA 


EV -有 wh 多 
1)" rT 2) = Dy 六 二 和 二 人 疝 


n=] nl N=] 


> a i ZS ws 有 Ss 
-因为 2 1)” 二 为 莱 布 尼 北 型 级 数 , 收 化 ; 令 bb 二 -名 二 [一 93)’ 由 于 b 之 0, 且 
p 和 Mt 二 ] 
Ti < = 
noo br (n+1)。2"(3” 十 (一 2)”) 
—2 
EE 2 
= Im 2 i 
有 A 


由 比值 判别 法 知 > 6, 收敛 , 故 x 一 一 3 时 原 寡 级 数 收敛 . 故 所 求 收敛 域 为 [一 3,3) 


例 7.31( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 求 军 级 数 》) 一 一 的 收敛 域 
7 一 ] 本 2 


n 


解析 令 a, 一 a pa ET , 因 级 数 > 二 发 散 , 故 部 分 和 1 十 去 二 


7 


人 … 十 二 一 oa (nn 一 co), 由 于 7 一 co 时 


] 
nl 1 ] 
= = 1 十 本 
Qh 1 十 亏 十 训 十 … 十 二 "1 十 广 十 … 十 十 
7 一 1] 
1 ] se 


Uh = 


i 
1 十 二 十 … 十 过 a 


应 用 比较 判别 法 得 >a, 发散 . 当 z = 一 1 时 , 原 级 数 为 了 (一 1)"a,, 因 a 一 0, 目 数 


列 {4,} 单调 三 ,应 用 莱 布 尼 兹 判别 法 得 > (-- 1)"a, 收敛 . 所 以 原 震 级 数 的 收敛 域 
。 296 。 
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阁 
二 了] 


为 [二 117 
例 7. 32( 北 京 市 1994 年 竞赛 题 ) 求 级 数 > (1 十 去 十 计 十 沪 十 一 jz" 的 收 


敛 半径 及 和 上 因数 . 
解析 令 w, 三 1 十 志 十 二 rT 十 二 ， 则 nr 主 1 时 均 有 1 志和 志 ， 而 lim Yn 


一 1， 唱 准 则 FJ] 知 1i 一 1 ,所 以 才 级 数 的 收敛 半径 尺 王 1. 
由 夹 通 准 则 可 知 lim we 开 以 震级 数 的 收敛 半径 
今 


WT pe i A eT 


V(x) = 0 V(r) = pa 了 = 二 


易 知 级 数 3 Vu, (x)， > wz) 在 (一 1,1) 上 绝对 收 伊 ,应 用 绝对 收敛 级 数 的 乘法 规 
则 ,有 


二 2 所 。 . 
ss mo | 
之 pa 六 ( > 7 十 


下 一 二 


一 - | [ww (x) v(xz) 一 - Ua (TT) 二 wo (ww Cw]| 


区 =U 


i (xz) ) 人 


n=0 =() 


si ly 
] 一 堪 


族 备 级 数 的 和 函数 为 一 一， 
例 7. 33( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) (1) 设备 级 数 > atz。 的 收敛 域 为 [一 1,1j， 
求证 :每 级 数 2 4 各 zx* 的 收敛 域 也 为 [一 1,1] 


(2) 试问 命题 CL 的 道 命 题 是 否 正确 ?车 正确 ,给 出 证 明 ; 蔡 不 正确 , 举 一 反 
例 说 明 . 


解析 (1) 让 收敛 ， 3 


得 | 2 


之 去 ( 避 十 方 ), 由 比较 判别 法 


六 到 在 x = 二 十 1 时 (绝对 ) 收 敏 .下 面 证 明 :V 局 | 二 1， 
l 


" If » 
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级 数 > 各 zi? 发 散 .( 反 证 法 ) 设 了 各 z? 收敛 , 则 对 Vr, 只 要 | x | 过 | zo | ,网 


OO 


六 二 使 得 1 过 | 六 | 过 |j7| 过 | 如 |. 因 lima2 = 0,limn | 1 
n=] Wr J 
' | 
所 以 4 充分 大 时 , | o | 到 1， 本 < 二 1. 于 是 
[= | er | & | 让 | 二 二 er | 
n n 


放 air? 收敛 ,此 与 > atzr 在 | = | > 1 时 发 散 矛盾 . 所 以 震级 数 > 全 x" 的 收 全 
域 为 [一 1,1]. 

(2) 命题 (1) 的 逆 命 题 不 成 立 . 反例 w me ax 2 一 > 5x" ,其 收 全 域 
涛 一 1 了 0 但 了 ar = 了 二 r 的 收敛 域 为 [11 

例 7.34( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) ” 宕 级 数 》 人 xz 的 和 函数 为 


解析 令 f(z) 二 >) 如一”, 逐 项 求 积分 得 
上 ti 一 ] 


(3 一 天) EY 


改 原 式 = zx? f(x) = 人 


例 7.35( 江 苏 省 2006 年 竞赛 题 ) 求 宕 级 数 > 下 1D” 的 收敛 域 与 和 函数 . 
解析 ” 令 1 二 狂放 六, 则 


原 式 一 > ynet (x) 
n= 二 1 


设 a, = 二 1. t= 二 1 时 (x ) 式 发 散 , 故 (x ) 式 的 
收敛 域 为 L0,1). 由 此 可 解 得 原 级 数 的 收敛 域 为 (一 1 一 v2 ,一 1 十 V2), 且 


原 式 = t( Dm" )= ‘(Pr) =p( sa 
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t 2(zx 二 + 1) 


mE (] 一 2zx— zx) 
例 7. 36( 北 京 市 2001 年 竞赛 题 ) i 2_zn 的 收敛 区 间 与 和 函数 


(n Tp 
人 .| 
解析 令 a, = 二, 则 


(7 十 1)1” 
区 对 7 RE 
lim | Ri 
于 是 , 原 级 数 的 收敛 区 间 为 (一 ce, 十 ce)， 
因为 
Zh 本 Ba ed (一 
(m= 1 Cn 171 (2 十 1)1! (x 二 1 
naa-D+tl 1 1 
nl (n+ 1)1 (nm—201 Wt Xm 12 
所 以 
E> I < (一 元 Ja 
ne 一 (72 十 1)! 
z Ro 二 二- "(Tx)" 
= 一 要 十 避 笑 i 这 二 ey 
一 半 这 (— 远 )” 二 于 = = 
一 一 学 十 -2 和 + 训 i i> 站 
一季 十 ed ed 
=e™( +1 二 二) 一 十 (x =O 
区. 
e=( 妇 十 1 十 二 ) 一 二， 天 Se 
综 上 所 述 , 和 困 数 SCz) 一 Zz 
T= 0. 
例 7.37( 南 京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) 寡 级 数 》nln 十 1)zx" 的 和 函数 为 
n= 1 


;收敛 域 为 . 
解析 首先 令 f(z) = 二 》 n(n 十 1)x”，| xz | 二 1. 逐 项 求 积分 两 次 得 


?9 一 1 


| Fapdz= PD nt Der, |x | 过 1 
0 ME 一] 


| (| cadz)dz= a 一 王 | 这 


n= 1 下 


ZIY. 3 
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两 边 求 导数 两 次 得 
| flzr)dzr = ( 


/ 2x—x* 
Tz) lw lw 
2 疱 一 元 \/ >: 


于 是 原 级 数 的 和 函数 为 zf(z) 一 二 ,收敛 域 为 (一 1,1). 


例 7.38( 南 京 工业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) 备 级 数 > 0 于 sr kA 

上 的 和 函数 为 
人 -一 l +l 亏 4 三 
解析 令 f(z) = 2 jz 十 , 逐 项 求 导 得 
f(D) = YD Lr ==Jjn(t]=x)s | 区 | 之 1 
n=1 
积分 得 
Fa = f(0) +| [—In(1— 2)Jdz sk +| dz 


int =) tw intl—z) = (1 —2)latl 一 二 十 zx 
例 7. 39( 江 苏 省 1998 年 竞赛 题 ) ” 求 寡 级 数 > -过 
fi 一 ] 


解析 因为 
nn Nn 一 i ] = HN 和 | n 
2 元 二 zx =- >. (1 iijz A 2 元 十 这 
= | nH 一 一 ( 开 一 工 | 
一 芝 n 十 1 oe 状 济 
村 此 


| 
过 
8 | 一 
各 
S, 
本 
了 
+ 


又 因为 震级 数 > z" 的 收敛 域 为 (一 1,1)， le 的 收敛 域 为 [一 1,1) , 取 它 们 的 交 
集 为 (一 1,D ,于 是 和 函数 与 收 伍 域 为 


Le 


2 a 一 1 二 过 一 0 或 0 一 工 二 1， 
SCZ) = 并 
0， 关 王 1 


例 7. 40( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 求 》， 


n=0 TT 2 ] 


(| 工 | 二 1) 的 和 函数 . 


解析 因为 
。 300 。 
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Cs 1 
nil = 用 n Ci n La 
| (zz 十 1)(z 一 1) x —1l1 zx 一 1 
所 以 原 级 数 的 部 分 和 上 盟 数 为 
pp nl | 
元) .学 ] 
kt- 一 1] kz 一 1 一 1 -- xr 一 1 


由 于 | | 过 1, 所 以 limzx” 一 0, 于 是 


fn fd = im |= es 
站 -> 00 | 宛 - = 于 


所 以 


= -= | 二 | 过 
20 2 1 天 


例 7. 41( 北 京 市 1990 年 竞赛 题 ) ”对 户 讨论 时 级 数 > -于 一 的 收敛 区 间 . 
解析 。” 令 a = -7 一, 则 
nn IN7m 


lim 


1 


二 1] 


ln | im +t Dln(ntlD) lim (1 二 二) lIn(nt 1) 
dntl 1 >0% 7 lnn 0 n lInn 
所 以 究 级 数 的 收敛 半径 尺 二 1. 

当 p 二 0 时 ,a, 0(2 一 sc) ,所 以 才 级 数 在 工 三 士 1 处 发 散 . 因此 ,p 二 0 时 , 收 
化 区 间 为 (一 1,1). 


站 一 之 


+oo, 而 > 一 发 散 ， 所 以 站 一 发散; 车 一 一 1， 2 
型 级 数 ， 放 收 化 oe > ne 1. 
当 力 二 1 财 s 汪 Xx 二 1， 原 级 数 化 为 >) 7 -由 积分 判别 法 知 发 散 ; ;在 工 一 一 ]， 


效 


> (一 1)" 二- 为 莱 布 尼 效 型 级 数 , 故 收敛 . 因此 户 = 1 时 , 收 全 区 间 为 [一 1,1) 


当 户 >1 时 , 若 z 一 1,-L_ 一 填 o>> 3), 而 级 数 >) 贞 二 收敛 ,由 比较 判别 法 


可 知 >) 5 收敛 ; 若 x 一 一 1, 则 让 六 绝对 收敛 因此 户 > 1 时 ,收敛 区 间 为 


。 301 。 


高 等 数学 竞赛 题解 析 教 程 


[ee eT 
综 上 可 知 ,p 三 0 时 ,收敛 区 间 为 (一 1,1);0 志 p 志 1 时 ,收敛 区 间 为 [一 1,1); 
p 之 1 时 ,收敛 区 间 为 [一 1,1]. 

例 7. 42( 北 京 市 2004 年 竞赛 题 ) 设 


于。 六 = 一 (十 二 了 )a (nD 


证 明 当 | x | 一 1 时 震级 数 Y\a ze 收敛 ,并 求 其 和 函数 SCz). 


一 (0 


一 一 一 ‘jy Cn | 
解析 ”因为 arr 一 一 (1 十 二 了)ar' 所 以 2 一 一 3, 且 


(| QnrH 
lim | = lim Wr ss 
moo | CH no0 n 二 2 


所 以 震级 数 的 收敛 半径 尺 二 1, 故 当 | z | < 1 时 ,震级 数 > avz" 收 人 


由 anti 三 一 人 区 从 二 Qs 一 (1 十 二 jariln 之 3), 于 是 


= (1 2 sm = i 请 (n 十 1) Cr = 


则 
SCz) 一 ai 十 QZ 十 az 十 i” 


n=3 


一 1 一 2z 十 广 开 十 >， (一 1)” nt Dz 
n=3 


考虑 > (一 1)"(n 十 1)x" 二 f(x), 逐 项 积分 得 
n=3 _ 


x 


| [f(r]Jdr = 2 7)"™ i 


i 
S(z) = eit 和 
例 7. 43( 浙 江 省 2002 年 竞赛 题 ) 设 w = 1,as = 1,aws = 24 十 34a1n 宇 1， 
求 > aszx" 的 收敛 半径 .收敛 域 及 和 函数 . 
n= 1] 
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解析 ”由 于 az 十 ar 三 3(aH 十 Qn); 令 6b, 二 arn 十 ar; 则 
bE 
考察 
bi —b 二 b= 二 + (—1)"™b, 
二 (zs 十 G1) 一 《a3 十 Gz) 十 (4 十 a3) 一己 十 (一 1)”(ana 十 a) 
二 Qa 十 (一 1)Mang 三 1 十 (一 1) 叶 ai 
一 2。(30 一 3 十 3 一 33 十 … 十 (一 1)3 呈 ) 
一 2。(1 一 3 十 3 一 3 十 …… 十 (一 3) 一 ) 
= 一 (一 3)") 


由 此 可 得 as 三 (一 1)"。 二 十 3 a 一 《一 1)” 。 亏 十 3 。 广 ; 于 是 


CD CO 


We md i le 一 3 
2 >) 3 ! 2 


| 1 一 ] 一 


， 于 于 SE 1 一 六 》 


其 中 |z | 二 1 且 | 3z | 过 1, 故 所 求 级 数 收 敛 半径 为 R 一 证, 收 人 域 为 (一 诗 , 寺 】， 
Tl == > 
ON ot 
例 7.44( 北 京 市 1995 年 竞赛 题 ) 已 知 ai = 1yas 二 1,ani = 十 a (n= 二 


2,3,…) , 试 求 级 数 > avr" 的 收敛 半径 与 和 函数 ， 


解析 令 风 人 2 , 则 pb 1 ,b» 一 二 a 假设 {65,} 收敛 , 邻 b, 一 
Qntl 2 有 


J ee ee = 0=>4 = 二 村 己 , 由 于 妈 沁 0, 帮 


i 二 有 A 
PE le 
2 
下 面 来 证 明 limb, 二 A. 由 于 1 一 A 二 A?,0 二 A 二 1, 故 有 
WE NY I es es | 加 
1 一 AI=| -4|= 了 和 和 <Alb A 


SA lon-Al<™<A In-Al=A (3 =) 
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且 limA" 一 0, 所 以 limb, = A. 级 数 > auzr 的 收敛 半径 


R= lity|=-| = -Lb 


NH—»00O a n+1 


令 原 级 数 的 和 呆 数 为 S(X) 9 由 Untl 一 Un -sd 可 知 CrH2 一 Untl 二 , 则 Qn 一 
dns — wps A, 


CT 二 本 一 总 二: 


EC DO ry 
> QT 一 > 2 = > 
n=1] 一 | n=] 


SCY = Sw) 一 二 4 加 2 一 Qa1x 
可 得 
一 1 十 V5 
me ( 工 < ) 


综 上 所 述 ,收敛 半径 尺 一 二 十 V5 ,和 函数 为 


5 一 
例 7. 4$( 精 选 题 ) ” 设 a, 是 曲线 y = 二 与 y= 二 x(n 二 1,2,…) 所 围 区 域 的 
面积 , 记 S, = Des, — es > ov， 求 Si 与 S$; 的 值 . 


解析 根据 题 意 有 
| ( ri dz = (= 1 | 
”An 十 1 及 十 2 
,有 ve_ _ 由 
Nn 十] 7 十 2 《1 十 1) (nt 2) 
| 1 
Md Gn Can I 
lt 加 _ 
由 于 a， er i YE 产 ' 而 入 772 收敛 ,所 以 级 数 51 收敛 ; 由 于 QQ2n—l 


1 1 Vy i 


~ i = 


"人 ee 
z 1 1 
A 中 z+43) 
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] | 
- = la(F ~ 全 者 
1 LL 
i DE Zan(2nT IY 2 (3 sl 
由 于 级 数 了 (一 1)" 二 显然 是 收敛 的 ,所 以 加 括号 的 级 数 >) ( 支 一 元 二 1) 也 收 


绒 , 吾 (二 一 雹 和 一 3 1)" 二 


TC = 到， (2 = 一 In(1 十 z) ,收敛 域 为 (一 1,1], 所 以 
7 一] 
> Pe ~ 一 一 ln(1 十 1) 一 一 In2, 于 是 
et 1)" = = 1—In2 
AT 人 
= = > 1 i 


7.2.4 求 数 项 级 数 的 和 ( 例 7. 46 一 7. 52) 
例 7. 46( 北 京 化 工大 学 1991 年 竞赛 题 ) ”计算 


本 
本 kl Db! 


解析 ”由 于 
让 十 (kk 十 1)1 十 (k 十 2)1i = 二 [1 十 (十 1) 十 (4 十 1)(k 十 2) ] = 有 1(k 十 2)》? 
1 = 才 骨 梳 丰 站 


RAR 


a ] 人 十 2 
jz 一 之/ Elk 2)™ 


k=0 


则 了 XY 二 ly Es = x ji 是 
二 习 


k=0 


f(x) = f(0) pi i ee 


令 工 三 1, 得 
.< 十 2 人 ] 下 
lim 2, kl 二 (kDIT(R 和 2 A 有 (RE 十 27 2 
= ie 省 
= 7 一方 一 了 
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例 7.47( 江 苏 省 2002 年 竞赛 题 ) 求 lim (二 十 和 3 十 下 十 各 ] 的 和 . 
解析 首先 考虑 震级 数 为 
Fa = Diz 有 


逐 项 积分 得 
| Fa)dz 一 pe (| 过 | 过 功 
0 n=] 


令 g(Cz) = 二 >az (| 并 | 二 1), 逐 项 积分 得 
n=] 


| gx)dz = >》, 妇 一 一 二- (| 并 | 去]1) 
0 人 


两 边 求 导 得 
8 = (7) = (sl 
于 是 
| f(r)dr = zg (7) = Es 二 | 滨 - 了 1 
两 边 求 导 得 
uy < 4 
Ro | | = sje 
所 以 
] 
1 十 二 
l ] ] 2 
原 式 一 亏 作 环 ) 一 到 一 1 一 
一 | 
例 7. 48( 英 斯 科 电子 技术 学 院 1977 年 竞赛 是 ) 求 级 数 了 22 一 ! 的 和 | 
CO ee Cy 区 
解析 ” 原 式 二 2》) 到 一 了 (5) =2D 了 到 一 一 一 一 2 
A a SR 


奈 fz) 二 2 ，| x | 一 1, 逐 项 求 积分 得 


n=] 
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两 边 求 导 得 f(z) 一 二 一 yz 


败 原 式 三 4 一 1 三 3. 
《= 1 
江 乡 ED 
例 7. 49( 精 选 题 ) 求 级 数 2 i 
解析 今 
2 一 2n 
a 之， PE 
两 次 逐 项 求 导 得 
Py = | 
a 4 i 伺 27 一 2 _ == wd NL .= 1 
CY = > 1) = > zz ) rz |wlel 
(1) 式 两 边 积分 得 
Ky Fo 十 | re- EN = AFCtanixy 1 到 | 过 1 
(2) 式 两 边 积分 得 
f(x) = f(0) + | arctanzdz 三 zarctanz 一 | dz 
0 0 0 ] 十 总 


| 


zarctanz 一 方 In(1 十 z2)， | 过 | 过 1] 


于 是 


_ af 二 ij 名 EE 
原 式 一 2f( 启 )= 六 aretan 万 In -he 9 V3 2ln2 十 ln3 


例 7. 50( 江 苏 省 2012 年 竞赛 题 ) 求 级 数 > 人 二 1 二 1 的 和 


2"n 
解析 ” 原 式 一 + S11 {= 专 ) ,现今 


n=1 
了 zy 一 tw xz 


二 1 


于 是 
| fdr = Dt Dr 
0 mn 一 ] 


(1) 


(2) 
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[( pwr)a = Dm = EE, lrl<1 
0 n=1 


因此 : : 
f= {ra) = (fy) gle 
f(3)= 2 2 二 了 ~ 16， es 
又 


号 了 全 二 (+ 一 和 


故 厚 式 = 8 一 jn 广 . 


[十 车 士 革 王 区 [ 十 ~ 
例 7. S1( 葛 斯 科 全 苏 大 学 生 1975 年 竞赛 题 ) 试 求 本 一 人 


3 


i 区 a 
解析 记 户 = 1 十 可 十 到 十 大 [ 十 …… 他 一 击 十 秀 十 天 [十 天 [十 …, 风 
0 
一 ran 一 -i 
pq= x 一 竺 十 要 71 + 9 
由 于 sinz 的 适 级 数 展 开 式 为 
sinx = 一 ne Ta 下 — i 十 站 = 


所 以 np—ng = SInTX 0, 即 原 式 = 一 4 一 一 区 2 
例 7. S2( 莫 斯 科 钢 铁 与 合金 学 院 1977 年 竞赛 题 ) 证 明 : 当 p 宇 1 时 ,有 


> 
= (nT 1) Wn 
1 
解析 仿 工 ; 二 一 一 一 一 一 ,于 是 
一 让 这 加 
二 一 妈 直 (一 一 ) 
、 n(n 1) n 7 十 1 


At(( 关 ) 一 (7 


由 拉 格 明日 中 值 定 理 , 存 在 0E (0,1) ,使 得 


1 六 P , 
( 友 ) 一 (7 = 有 7 ( 庆 一 庆 
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于 是 


- ] 
< 
7.2.5 ” 求 初等 函数 关于 x 的 蜗 级 数 展开 式 ( 例 7. 53 一 7. 58) 


例 7.53( 江 苏 省 1991 年 竞赛 题 ) ”好 数 f(x) = oe 关于 工 的 客 
级 数 展 开 式 为 ;该 第 级 数 的 收敛 域 为 


解析 因为 In(1 一) pa 一 业 芝 二 天 了 所 以 


1 一 ] 


In(] 一 工 一 222) 三 In 十 关 十 ]nG 一 27) 一 > ， Cs - (7)" 
n= 二 1 
一 
= > 一 一 一 一 人 
=】 ni 


收敛 域 为 一 1 二 zx 志 1 与 一 1 过 2x 过 1 的 交集 ， 即 | 一 二 去 ). 


”多 

例 7.54( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) 将 f(z) = arctan 3 展开 为 x 的 寡 级 数 ， 
并 指明 收 敏 域 ， 
解析 首先 求 f(x) 的 徊 级 数 展开 式 ,有 
/ ] 2 ] - 2n 
f (x) 三 一 一 一 = ; >》 (一 1 
Ti RE a po 
1 Fe = ) 


这 里 | x | 二 1. 逐 项 求 积 分 得 


r 2n+] 
fz) — f(0) = 之 (一 ]1) 本 1 和 zxz< 二 1 
因 f(0) = arctanl 学 ,所 以 
二 = 有 
arctan 丁 -一 ld i “ 才 37 EI 1 


例 7.55( 上 南京 大 学 1993 年 竞赛 题 ) ”上 转 数 f(x) = arctan 王 二 3 关于 z 的 震级 
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数 展开 式 中 zx 的 系数 为 ,收敛 半径 为 
解析 由 于 |z| 二 3 时 
/ Xd\y 一 也 ] ] 
f (x) = (arctan 一 一 Er 


(> 全 到) > D™ 3 a 
逐 项 积分 得 


WA 网 n+] Sy ] 7 
Fz) 一 0) = > 1” 


7 一 站 


于 是 z 的 系数 (n = 1 时 ) 为 , 收 仇 半 径 为 3 
例 7.56( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 试 将 函数 二 二 二 各 二 展 为 马克 劳 


3)*(2xz 十 5) 
林 级 数 , 并 写 出 其 收敛 域 . 
解析 因为 
i ] 1 
Nz) (TC—3)(2z++ 5) 区 二 
] 
il} 一 一 一 一 一 -， 一 纪 
下 面 分 别 将 g(x) 一 一 syz* (7》 一 元 二 展 为 震级 数 ， 因为 
| ] 二 | 区 
| gar = | ne zx—3!ls 3(3—z) 
< 二 一 ] +] 
二 SE , | 二 | 有 3 
3 
两 边 求 导 得 
nt 7 
rR Cd = 
n=0 3 HS=0 3 
又 因为 
RO -, 退 人 5 
2 de le > 1) Ss Ed 
1 让 大 三 工 外 


所 以 f(z) 的 需 级 数 展 式 为 


f(x) = g(x) Th(r) = > 于 ep 寺 SC- 


17 一 信 
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= DT je 


其 收敛 域 为 | x | 二 3 与 |x| 二 学 的 交集 , 即 | z | 二 池 . 


例 7. 57( 江 苏 省 2008 年 竞赛 题 ) 求 f(z) 一 二 于 二 关于 xz 的 短 级 
数 展开 式 , 指 出 其 收敛 域 . 
解析 因 
(一 3r 二 3zrz—1) 二 (I—3x) 1 1 
Pe (2— LY.— ed pe a le 1 
妆 
二 Dm a jz | 之 二 
1 
= 一 中 | 
~ g(X) / 一 则 
2 证 ] i i :EE | 
| seed | Te 2 一 | 
从 = 上 加 
| hr)dr = —1= 7- = Yt, 1 | 之 
0 - 让 = 全 : 
-> ed lIz | 过 1 
到 四 有 ”1 ， 
一 | g(x)adr= 广 一 D+ De | 更 -| 要 1 
0 二 
> gz)=— D3nntDe oe— Dnt nt |rl<1 
n=1 二 0 8 
故 


Kx} = > [8 Dat a) |e 了 一 于 


n= 人 0 


例 7. S58( 精 选 题 ) ”将 寡 级 数 


六 a x" 
(Bm IN2™ 


的 和 消 数 展 为 x 一 1 的 震级 数 . 
解析 ”应 用 函数 sinz 的 马克 劳 林 展 式 得 原 级 数 的 和 因数 为 


I)” nn Cl) /xm ,x 
3 nt DI -2 rT () = 2sin 


“Bl 
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今 工 一 1 = 二 t, 应 用 sinz 与 cosz 的 马克 劳 林 展 式 , 则 


Se Np © 
2sin 7 2sin 7 2sin 9" COS 十 2cos 2 ”Sin -7 
四 1 ee (—1)"/t 2n 于 = ET 六 2mt1 
-Baln 2 Tr( TBs > [ET 全 | 
1 


2 sin 3 cos 7 
Si Tn __ 1\2n __ 1NV2rtHl 
212 Pe " Th bk 


| 工 | 二 十 ce 
7.2.6 求 函 数 的 傅 氏 级 数 展 开 式 ( 例 7. 59) 


例 7.59( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) ”将 函数 f(x) = 下 在 [0,xj] 上 展 成 正弦 级 
是 A 限 
数 ,并 求 1 十 去 二 的 和 . 
解析 将 f(x) 作 奇 延 拓 , 则 f(x) 为 奇 图 数 , FCz)coszz 为 奇 图 数 , FCz)Ssinz 
为 偶 函 数 . 应 用 奇 . 偶 函数 在 对 称 区 间 上 定 积 分 的 性 质 , 求 得 傅 氏 系数 中 
a, =0 (n= 0,1,2,.…) 
而 


一 -一 


b, = 2| fn)sinnrdz 一 元 | zsinmardz 5 元 | zdcosnz 
江 J0 2 0 0 


2nn 
bg 


一 | cosnzdz) = 了 [一 ee 
0 0 271 


el (zcosnz 
2nn 


于 是 f(x) 的 正弦 级 数 为 


取 z 一 要 得 T 一 1 一 于 十 二 一 椰 十 二 一 …… 一 亚 , 于 是 
a+ 
i 
= IT 十 村 T 一 和 分 一 到 
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练习 题 七 


1.， 设 级 数 > w 的 通 项 ww 与 其 部 分 和 S, 满足 方程 


2S5 三 一 


Et 
， 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 
(1) > a , (2) Dsin <, 
(3) Din Es (4) 2 (es)! 
国有 
(5) 2 mr —D); (6) > |( 二 一 a -| 
Cy 本 n’ 
(7) 之， Com ; (8) 2 i 
(2+) 
3. 判别 级 数 /2 十 V2 一 V2 十 V2 一 V2 十 V2 十 N 2 一 VN2 十 V2 十 V2 十 … 的 
4. 判别 下 列 级 数 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 : 
(1) 于 人 一， 2) (一 DVIT 一 克 ); 


(= 天 
(3) 三 jn72 


5. 就 常数 户 讨 ; 6 级 数 > (一 ] 和 何 时 绝对 收敛、 何 时 条 件 收敛 . 何 时 发 散 . 


6， 就 常数 /讨论 级 数 > ， mn( 1 十 “一 ) 何 时 绝对 收敛 , 何 时 条 件 收敛 \ 何 时 发 散 


7. 设 c< 一 1, 求证: 级 数 >， 了 收敛 . 
8. 设 f(x) 在 点 +=0 的 某 人 城内 具有 一 阶 和 续 导 数 , 目 ln 人 (2) = 0, 求 证 ， 


级 数 > 1 (二 ) 绝 对 收 伍 
9. 设 为 正 实数 ,讨论 级 数 1 一 去 十 一 去 十 志 一 言 十 … 的 敛 散 性 
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10. 求 守 级 数 了 pr "(a 放 0,b 放 0) 的 收 钱 域 . 


市 ip 的 收敛 域 . 
12. 求 下 列 级 数 的 和 : 

_ 进 可 * 玫 1 A n 
3 > a IT (2) > t+ oT 
13， 求 下 列 函 数 关于 Z 的 寡 级 数 展开 式 , 并 指出 收 伍 域 : 
6 十 二 工本 
a 


(2) xarctanz — ln 
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专题 8。 微分 万 程 


8.1 基本 概念 与 内 容 提 要 


8. 1. 1 微分 方程 的 基本 概念 


1) 微分 方程 的 阶 、 微 分 方程 的 初 值 问题 ,微分 方程 的 通 解 与 特 解 
2) 线性 与 非 线 性 微分 方程 
一 阶 线性 方程 的 标准 形式 是 


y + P(r)y = Q(x) 
二 阶 线性 方程 的 标准 形式 是 
y++P(lr)y 十 G(Cz)y 一 f(x) 
线性 方程 的 特征 是 关于 未 知 函 数 以 及 它 的 各 阶 导数 是 一 次 方程 ,其 系数 与 非 
齐 次 项 ( 即 上 述 方程 的 右 端 项 ) 是 自 变量 的 已 知 函数 . 上 述 两 个 方程 是 关于 y 的 一 


阶 与 二 阶 线性 方程 . 当 两 个 方程 右 端的 非 齐 次 项 QGz) 与 f(x) 恒 等 于 零 时 , 称 为 线 
性 齐 次 方程 ,否则 称 为 线性 非 齐 次 方程 . 


8.1.2 一 阶 微分 方程 
1) 变量 可 分 离 的 方程 总 可 化 为 
P(xz)dz + Q(ydy=0 
的 形式 ,两 边 积 分 即 得 隐 吗 数 形式 的 通 解 
| Pczdz +|Qcmdy = 
这 里 左 端的 两 个 不 定 积分 只 求 一 个 原 函数 
2) 齐 次 方程 : 齐 次 方程 总 可 化 为 
dy _- Arf( 卫 
dr 所 ) 
的 形式 . 作 未 知 函 数 的 变换 y 二 xu ,这 里 x 为 新 的 未 知 图 数 , 则 原 方 程 化 为 变量 可 
分 离 的 方程 
dz dz 


flu zx 
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设 该 方程 的 通 解 为 & 三 p(x,c), 则 原 方程 的 通 解 为 y = zp(zyc). 
3) 一 阶 线性 方程 :一 阶 线性 方程 
y + P(x)y = Q(x) 
的 通 解 可 用 公子 
y 一 cj|Pri (ce + |Q em dz ) 


直接 写 出 . 这 里 的 三 个 积分 丝 取 一 个 原 函 数 . 这 个 通 解 公式 中 ,ce-jPeot 是 原 微分 
方程 所 对 应 的 齐 次 方程 y 十 P(x)y = 0 的 通 解 , 而 另 一 项 


e pane | Qe ) cj|Pcmdr dz 


是 原 方程 的 一 个 特 解 . 
4) 伯 努 利 方程 :方程 的 形式 为 
y + Plr)y = Q(zr)y 
这 里 和 0,1. 作 未 知 图 数 的 变换 , 令 y“* ==, 且 原 方程 可 化 为 一 阶 线性 非 齐 次 方程 


du i 
人 XPlTA = (1 =— XNCH TY 


8. 1.3 二 阶 微分 方程 


1) 用 降 阶 法 解 特殊 的 二 阶 微分 方程 
(1) y = f(x): 积 分 两 次 即 得 通 解 


y 一 | (| Fadz dz 十 ciX 和 十 才 


(2) y = 二 f(z,y ): 令 y = wu, 则 原 方程 化 为 一 阶 方程 = f(x,u). 
(By = fy = = w 各 , 则 原 方程 化 为 一 阶 方程 


du 
2 dy f (Ysu) 


二 阶 线性 微分 方程 的 标准 形式 为 
y+plr)y tq(r)y = f(x) (1) 
yplr)y +q(r)y=0 (2) 
称 方程 (2) 为 方程 (1) 所 对 应 的 齐 次 方程 , 称 方程 (2) 的 通 解 为 方程 (1) 的 余 函 数 . 
定理 1 设 y(z) 与 w(x) 是 方程 (2) 的 两 个 线性 无 关 解 , 则 方程 (2) 的 通 解 为 


y 一 CIX(CZ) 十 czyz( 工 ) 


_ 
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这 里 a 与 c2 为 两 个 任意 常数 . 
定理 2 设 y(x) 与 ys(x) 是 方程 (2) 的 两 个 线 线 无 关 解 ,y(x) 是 方程 (1) 的 
任 一 特 解 , 则 方程 (1) 的 通 解 为 


y= Cy(r) tc yr) y(r) 
定理 3 设 方程 (1) 中 f(x) = 有 (xz) 十 (x). 若 方 程 
y+p(r)y +q(r)y = fi(x) 
yp(lr)y +q(r)y = folx) 
分 别 有 特 解 wm (Zz) 与 ys(z), 则 方程 (1) 有 特 解 yi (Zz) 十 yz (xz). 
定理 4 方程 (1) 的 任意 两 个 特 解 的 差 是 方程 (2) 的 一 个 特 解 ; 方 程 (1) 的 任意 
两 个 特 解 的 平均 值 仍 是 方程 (1) 的 一 个 特 解 . 
3) 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 的 通 解 公 式 : 二 阶 常 系数 线性 齐 次 方程 
y 十 加 tqy=0 《39 
的 特征 方程 为 
和 2 十 衣 十 g= 三 0 (4) 
当 瑚 一 4 之 0 时 ,方程 (4) 有 两 个 相 异 实 根 和 ,zz( 天 1) ,此 时 方程 (3) 的 通 
解 为 
y= ce’ 十 cze2z 
当天 一 4g 一 0 时 ,方程 (4) 有 两 个 相等 的 实 根 )j ,1z( 一)2) ,此 时 方程 (3) 的 
通 解 为 
yc 二 ca) 
二 ,8 二 方 V4 一 所 ,此 时 方程 (3) 的 通 解 为 


y= ee” (cicosfr 十 czslnBr ) 
4) 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 特 解 
设 方程 
y + py+ gy = fr) (5) 
当 右 端的 函数 f(x) 为 指数 函数 后 、 多 项 式 P,(z) 三角 函数 acosBr 十 bsinfBr 或 者 
它们 的 乘积 时 ,可 用 待定 系数 法 求 方程 (5) 的 一 个 特 解 y(x). 这 里 y(z) 与 f(z) 有 
相同 的 形式 ,或 在 此 相同 形式 前 乘 以 世人 (= 一 0.1.2). 有 具体 地 说 , 当 a 或 a 十 Bi 不 是 
特征 根 时 ,k 二 0; 当 ) = 0 不 是 特征 根 时 ,k 二 0; 当 a 或 a 十 Bi 是 单 特征 根 时 ,k 二 1; 
当 X = 二 0 是 单 特征 根 时 ,k == 1; 当 a 是 二 重 特征 根 时 ,k = 2. 
。 317 。 


5) 欧 拉 方 程 : 二 阶 欧 拉 方程 的 标准 形式 是 


zy pry 十 dy = fx) (6) 
作 自 变量 的 变换 , 令 xz = e', 则 


代入 方程 (6) 化 为 常 系数 线性 方程 


dy es iydy,,,, fa 
dp 不力 Ds To 六 Ge 7 


8. 1.4 ”微分 方程 的 应 用 


1) 求 函 数 表达 式 :根据 已 知 条 件 , 运 用 微分 知识 ,导出 未 知 晒 数 所 满足 的 微分 
方程 和 初 值 条 件 , 求 解 此 初 值 问题 即 得 所 求 的 函数 表达 式 ， 

2) 在 几何 上 常常 需要 求 满足 一 定 条 件 的 曲线 ,这 些 条 件 通常 与 曲线 的 切线 性 
质 或 曲线 所 围 的 面积 有 关 . 我 们 用 y = f(z) 表示 所 求 曲 线 的 方程 ,根据 已 知 条 件 
找 出 zyy,y 之 间 的 关系 式 ,这 就 是 微分 方程 ,然后 求解 此 微分 方程 . 

3) 在 物理 上 ,常用 t 表 示 时 间 , 用 工 表 示 某 物理 量 ,应 用 导数 的 物理 意义 (如 速 
度 、 加 速度 等 ) 以 及 有 关 的 物理 定律 建立 微分 方程 ,然后 再 求解 . 


8. 2 竞赛 题 与 精 选 题解 析 


8.2.1 微分 方程 的 特 解 ( 例 8. 1 一 8. 3) 
例 8. 1( 江 苏 省 1991 年 竟 赛 题 ) 已 知 微分 方程 y 一 之 十 (> - ] 有 特 解 y == 
人 a 

mizT’N97) = 


解析 因 y 一 如 .于 ,代入 微分 方程 得 


(ln | zx 
le | 
(ln | 去 | 沪 [小 区 让 
邻 In| z= 得 gD 一生- 一 地 一 全 于 = se 二 , 表 g(x) 二 一 过 


例 8. 2( 莫 斯 科大 学 1977 年 竞赛 题 ) 是 下 芷 沁 辣 必 届 Fa a 上 的 连续 琢 数 
P(X) ,gq(ZX) ,使 得 y= 二 x ?sinz 是 微分 方程 
y plr)y +aq(r)y=0 
的 特 解 ? 
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解析 将 yy 三 二 sinz 代入 微分 方程 得 
(2sinz + 4zxcosz — x sinz) + p(r)(2rsinr + x cosr) + q(xr)rsint = 0 
当 zz 关 0 时 ,将 上 式 整 理 得 


SINnx 
2 


Bw 


+4cost [2p(z)—Zzx+ ra(z) |sinr+ rp(rz)cosr =0 


令 过 0 得 2 十 4 十 0 二 0 一 0, 即 6 一 0, 此 为 矛盾 式 . 故 不 存在 连续 函数 p(x) ,g(xz) 
使 得 y = 二 Sinz 为 所 给 微分 方程 的 解 . 

例 8.3( 南 京 工业 大 学 2009 年 竞赛 题 ) 已 知 一 阶 线性 方程 y 十 p(x)y 二 er 有 
特 解 y 二 ze , 则 该 微分 方程 的 通 解 为 ” . 

解析 ”将 特 解 y = zer 代 人 原 方程 可 解 得 p(z) = 一 1. y 十 y 二 0 的 特征 方 
程 为 4 一 1 = 0, 故 ) = 1. 于 是 原 方程 的 余 函 数 为 y 一 ce:. 所 以 所 求 通 解 为 


yy 一 er(c 十 工 )， 
8.2.2 变量 可 分 离 方程 的 应 用 题 ( 例 8. 4 一 8. 8 ) 


例 8.4( 江 苏 省 1996 年 竞赛 题 ) ” 设 曲 线 C 经 过 点 (0,1), 且 位 于 工 轴 上 方 . 就 
数值 而 言 ,C 上 任何 两 点 之 间 的 弧 长 都 等 于 该 弧 以 及 它 在 x 轴 上 的 投影 为 边 的 曲 边 
梯形 的 面积 , 求 C 的 方程 . 

解析 设 曲 线 方程 为 y 二 y(x) ,由 题 意 得 


| vl+(y 7 d= | yaz, y(0) 三 1 


两 边 求 导 得 
I ysl = yy =+t V1 +dr 
vy —] 
于 是 


In(y+ Vy —1) =+tx+In|C|= y+ -1 = Ce 


由 y(0) 三 1; 解 得 C=1. 故 y 十 VY 一 1 三 人 一 二 ee, 所 以 


] 
和 
y+ Vy —l1=e, Yi y=] 区 


于 是 所 求 曲线 方程 为 > 一 到 Ce 十 e )， 

例 8. S( 南 京 大 学 1995 年 竞赛 题 ) 已 知 曲线 y= 二 f(x) (zx 宇 0, y 宇 0) 连续 
且 单 调 , 现 从 其 上 任 一 点 和 A 作 zz 轴 与 y 轴 的 垂 线 , 垂 足 分 别 是 B 和 C. 若 由 直线 AC， 
y 轴 和 曲线 本 身 包围 的 图 形 的 面积 等 于 和 矩形 OBAC 的 面积 的 -< , 求 曲线 的 方程 


解析 (1) 当 f(x) 单调 增 时 (如 图 (a) 所 示 ) ,在 曲线 上 任 取 点 A(a,f(a)). 由 
。319 。 


题 意 得 

| fea) 二 Baf (a) 
EN 3| Rd = daf a) 
两 边 对 a 求 导 得 


3f(a) = 2f(a) + 2af’ (a) 


化 简 得 “4 人 一 党 .积分 得 /(a) = Cy. 于 是 所 求 曲 线 方程 为 y 二 CYz (其 中 C 为 


任意 正常 数 ). 
(2) 当 f(x) 单调 减 时 (如 图 (b) 所 示 ) ,在 曲线 上 任 取 
点 A(a， f(a)). 由 题 意 得 


了 [f(z) 一 fla) ldz = 3af (a) 
0 . 


化 简 得 


3| fn)dz = da 


再 两 边 对 a 求 导 得 4 学 一 一 只, 积分 得 /(a) 一 区. 于 是 所 求 曲 线 方 入 
y = 大 (C 为 任意 正常 数 ) 


V 


例 8. 6( 葛 斯 科 动 力学 院 1975 年 竞赛 题 )” 求 满足 函数 方程 
Pr f(x) 十 fly) 
Ce 1 
的 可 微 郴 数 f(x). 
解析 由 于 y 王 0 时 


flz) er -> F(0)[1 十 产 (z)]=0 


所 以 (03 二 0; 又 因为 


t=) FAW=f00 11+ 
3 y T=-= jw 


两 边 令 y 一 0 得 


f Cz) = FOT1t F(z)] 
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分 离 变 量 得 
Ga 
1 十 fi (x) 一 了 0)dr 
积分 得 


arctanf (x) = f (0)zx++ Oi 


令 工 = 二 0 代入 得 Cl = 0, 于 是 所 求 图 数 为 f(x) = tan(Czx). 
例 8.7( 北 京 市 1995 年 竞赛 题 ) (1) 求 微分 方程 y 十 sin(z 一 y) = sin(x 十 y) 


的 通 解 ;(2) 求 可 微 函 数 f(1) ,使 之 满足 f(1) 二 cos2t 十 | flsinudu. 
解析 (1) 应 用 三 角 公 式 , 原 方程 等 价 于 


/ 人 
y 十 Sinz。cosy 一 coOsrr 。Siny 一 sinr* coOSy+ cosr 。 siny 


即 y 二 2cosz。siny,* 此 为 变量 可 分 离 的 方程 ,分 离 变量 得 


两 边 积 分 得 ln | cscy 一 coty |= 2sinx 十 Ci* 即 通 解 为 
cScy 一 Goty = Ce™™ 
(2) 等 式 两 端 对 1 求 导 ,得 
f C0) —sint, f(1) =— 2sin21 
此 为 一 阶 线性 微分 方程 , 通 解 为 
f(2) = ejaau(C 一 |2sin2t “ee | sua qz ) 


i (C 一 2| sin2t ， ed | = 4d(cost— 1)+ Ce sos 
例 8. 8( 精 选 题 ) ” 设 有 底面 圆 半径 为 R, 高 为 h 的 正 圆锥 (h 守 R) ,圆锥 面 上 有 
一 曲线 了 ,已 知 卫 过 底面 圆周 上 的 一 点 , 卫 上 每 一 点 的 切线 与 正 圆 锥 面 的 轴线 的 夹 
角 为 十 , 求 曲线 矿 的 方程 . 
解析 设 圆 锥 是 由 yz 平 笛 上 的 直线 
器 和 半 是 , 
R 人 h | 
线 x 轴 旋 转 而 得 . 该 圆锥 的 方程 为 
2 一 癌 Vr ty) 
没 曲线 下 的 起 点 为 A(R,0,0) :曲线 卫 的 参数 方程 为 


° S21 。 
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xz 一 p(b)cosg，y 一 pg)sing，= 一 A 人 (1 一 Ao(O)) 


这 里 o = p(9) 为 待 求 函数 . 曲线 本 的 切 向 量 为 
一 (pb)cosg 一 p(O)sing of(g)sing 十 Cg)cosg, — fp’(0) ) 


hh 


故 | | 三 (p (0))* +p (0) + (o (9))*. 圆锥 的 轴线 为 < 轴 , 取 k= 二 (0,0,1)， 
由 题 意 有 
RO 
tT *k= | Kk cos 才 7 
上 式 化 简 得 
全 
RP = Tl Re Re TR 
R 
Cy = (0) 
. 二 
于 是 


p(0) 一 Cexp| 一 me 0) 


由 于 9 二 0 时 p= 二 R, 所 以 C= R, 即 p(9) = Rexp(— = 故 所 求 曲 线 古 的 


参数 方程 为 


下 
2 一 Rexp|— Rt) . COSO, 
(0 和 和 1 二 十 co) 


牙 .一 Rexp|— | 。 sing, 


下 


8. 2.3 ” 齐 次 微分 方程 的 应 用 题 ( 例 8. 9) | 
例 8.9( 清 华 大 学 1985 年 竞赛 题 ) 已 知 A,B,C,D 

四 个 动 点 开始 分 别 位 于 一 个 四 边 形 的 四 个 项 点 (如 图 

(a)) ,然后 点 A 癌 着 点 BB、 点 B 癌 着 点 C、 点 C 问 着 点 DD、 

点 DD 向 着 点 A 同时 以 相同 的 速率 运动 , 求 每 一 点 运动 的 

轨迹 ,并 画 出 运动 轨迹 的 大 致 图 形 。 C 


解析 建立 如 图 (b) 所 示 坐 标 系 ,坐标 原点 在 正方 形 人 
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的 中 心 ; 点 A,B,C,D 的 坐标 别 为 (aa), (ay 一 a), (一 aa, 一 0a), (一 ay4). 下 面 先 考 
虑 点 A 的 运动 . 设 经 过 时 刻 1, 点 A 运动 到 PCz,y), 则 点 
也 运动 到 Q(y, 一 z) , 作 PM 年 直 于 工 轴 ,QM 垂直 于 > 轴 ， 
PM 与 QM 相交 于 M. 于 是 


= EM z+ 加 
y tan” PQM OM ~ z—y’ y(a)=a 


这 是 奇 次 方程 , 令 y = zu ,方程 化 为 


QWwoy .dz 
ee. ed QZ) 一] 


2 2 
解 得 2arctan 汪 二 素 十 In Et ,这 就 是 点 A 运动 的 轨 


ya 


迹 , 化 为 极 坐标 方程 为 


此 为 对 数 螺 线 . 图 形 如 右 图 (c) 所 示 . 点 B,C,D 运动 》 
轨迹 的 极 坐标 方程 分 别 为 


D; 0 一 ae 和 = 
其 图 形 由 对 称 性 可 画 出 (如 图 (c) 所 示 ). C B 
8.2.4 一 阶 线性 微分 方程 的 应 用 题 ( 例 8. 10 一 8. 12) 


例 8. 10( 全 国 大 学 生 2013 年 决赛 题 ) ” 设 函 数 f(u,v) 具有 连续 偶 导 数 , 且 满 
是 疡 (ua 十 户 (xyo) = wy 求 y(x) 一 e2rzz) 所 满足 的 一 阶 微分 方程 ,并 求 
其 通 解 . 
解析 由 于 
y (zx) =—2e f(rr) te (f(r xr) 1 fF (rx) » 1) 
=— 2y(x) 二 Xe 


所 以 y(z) 所 满足 的 一 阶 微分 方程 是 y 十 2y 二 x*e ,其 通 解 为 
y 一 ez 6 二 二 e 和 elztdz) 一 人 “ (C 二 |z2qz) 一 ee (C 3 ) 


例 8. 11( 江 苏 省 2000 年 竞赛 题 ) ” 设 函 数 f(x) 在 (一 0, 十 吕 ) 上 连续 , 且 满 
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足 
f=2 | CtyfVATTR) drdy +t 
RR 槐 2 四 
解析 采用 极 坐 标 将 二 重 积 分 化 为 定 积分 ,有 
| 二 y)f(vVx 二 y )drdy = | dg| pf(pdp 一 2x| pf lp)dp 
代入 原 式 得 
1 f=4r| pf pdptt 
两 边 求 导数 得 


f (0) = dr fd f(0)=0 
此 为 一 阶 线性 微分 方程 ,其 通 解 为 
fF = eA (c+ | - eg) = (c+ la se di ) 
-一 Cs sa 
开 
由 f(0) 一 0 得 C 一 二 ,于 是 f(z) = 一 (e” 一 1). 
例 8.12( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) ” 设 FCz) 为 定义 在 [0, 十 ce) 上 的 连续 函数 ， 
且 满 足 
FE 一 外 天 Vx 十 YW 十 2 )dV+r 


素 FCIY. : 
解析 首先 应 用 球 坐 标 计算 三 重 积分 , 记 QQ 人 yy 小 2 < 站 ? 则 | 

jr Vr 二 yy 十 zdV = | dg ag| fr singdr = 4z| 二 Fr)dr- 

0 0 0 0 
代入 原 式 得 ， 
Fi) = 4r| Pf)dr 十 去 
则 f(0) == 0. 上 式 两 边 求 导 得 广 (5 三 4rz Fi) 十 38 ,此 为 一 阶 线性 方程 , 通 解 为 

A = el (C+ |a 后 wd] = es (C+ |3e Ei di ) 
名 


se Ces™ 一 -一 
4 区 


由 Fo) = 二 0 得 C= 二 ,于 是 f(t) = el 一 1 天 1). 
pi 47x 47zx 
。 Hod 。 
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8. 2.5 求解 二 阶 线性 微分 方程 ( 例 8. 13 一 8. 20 ) 


例 8. 13( 江 苏 省 1994 年 竞赛 题 ) ” 设 四 阶 稼 系数 线性 齐 次 微分 方程 有 一 个 解 
为 y, 二 xe cos2x, 则 通 解 为 

解析 由 特 解 y, = ze cos2x ,表明 特 征 方 程 有 二 重 特征 根 X 二 1 士 2i, 故 特征 
方程 为 


(A 2 = 
化 简 得 (0X 一 2 十 5)” 二 A 一 4X 十 14X? 一 204 十 25 = 0, 于 是 得 所 求 的 微分 方程 为 
y ”一 4y” 十 14y 一 20y 十 25y 二 0, 此 方程 的 通 解 为 
y= ELCG, Cr)cos2i+ (GC, + Cr)sin2xz | 


例 8. 14( 全 国 大 学 生 2009 年 初赛 题 ) 已 知 y 二 xe 十 e* ,ys 一 er 十 ez 
y3 二 Xe’ 十 e”“ 一 e™ 是 某 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 的 三 个 解 , 试 求 此 微分 方程 . 

解析 ” 设 所 求 微分 方程 为 LC(D)y 二 yy 十 py 十 dy = f(x), 令 y= ayi 十 by; 
Cys 由 Ee 


LAD)y = LD)(ayi + bys cys) = (GT 6c fr) 


所 以 , 奇 4 十 6 十 c= 二 0, 则 yy == ayi 十 byz 十 cys 是 微分 方程 L(D)y = 二 0 的 特 解 ; 辱 
a 十 5 十 c 二 1, 则 y 二 ayi 十 bys 十 cys 是 微分 方程 L(D)y = f(x) 的 特 解 . 因为 


a by 二 es = 位 十 丰 十 本 52 十 t+ ee™” 二 (6 一 68 


eh lie 二 0， 
站 十 尼 三 Ls 解 得 (a,b,c) 一 (2 , 一], 一 1), 则 2 一 YY 二 ee 是 L(D)yY 
b 


—cC 二 0， 
a 十 b 十 c == 0， 
= 必 ee 一 0，。 解 得 (absc) = (1,0; 一 1 则 太一 为 一 e 是 
b—c= 1, 
a 二 bic = 1, 
LaDy ogg 人 ee 解 得 (a,b;c) = 二 (一 1,1,1), 则 一 yi 十 yz 十 yy 
0 一 (一 0， 


二 xe” 是 L(D)y 二 f(x) 的 特 解 .所 以 人 一 2, 一 1 是 微分 方程 L(D)y 二 0 的 两 个 
特征 根 , 故 所 求 微分 方程 为 


L(D)y= yy —y—2y= f(z) 
将 特 解 y 二 ze 代入 上 式 得 f(x) = e(1 一 2x), 于 是 所 求 微 分 方程 为 
yy—y—2y= et(l— 27) 
例 8.15( 北 京 邮 电大 学 1996 年 竞赛 题 ) 设 w 二 0,w 二 1,unti 二 aun 十 Dui， 
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三 2 tu rz, 试 导出 f(x) 满足 的 微分 方程 


二 


解析 已 知 Foz) = 各 x, 对 工 求 导 得 


n=] 


f er - Un = C Un 7—] 
ee 1+ 2 ti 
= + > UU ,tl Gl 1 ens 
Cx — 1 
Ee Url 1 ML 一 2 
1 1 有 Te De 
一 aftey toy a 
n=] e 
再 求 导 ,得 
FC ef (x) +b 2 7 ee 
= ff CD 十 6 = af’ (xz) 十 br(z) 
故 f(z) 满足 微分 方程 


pi 一 af (x)—bf(z) 一 0， 
A = SS] 
例 8.16( 精 选 题 )” 设 二 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 
y 十 ay +by = (cr td)e” 
有 特 解 y 二 2e” 十 (x 一 1)e” ,不 解 方程 写 出 通 解 (说 明理 由 ) ,并 求 出 常数 a,b,c,d 
的 值 . 
解析 微分 方程 的 通 解 具有 形式 
y= Cy(r)i+ Cy 7) yr) 〔《 订 了 
这 里 Ci ,C; 为 任意 常数 ,wm Cz),y(Cz) 为 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 基本 解 组 . y(x) = 
(az 十 Be ,此 时 4 = 二 2 不 是 特征 根 ;或 y(z) = zx(az 十 Be” ,此 时 4 二 2 为 单 特 征 
根 . 由 于 
y= rr = le 一 2 一 er 十 Ze 


为 (* ) 中 取 定 常数 Ci ,Cs 而 得 . 分 析 可 得 yj (x) 二 @'， yz(x) = 二 e*,y(z) 
e*. 因而 1 三 1,2 为 特征 根 , 故 a = 一 (1 十 2) = 一 3, b= 二 1，2 = 2. 原 方程 的 
清光 为 
y= 二 Ce 十 Cse“” 十 x e” 
和 26) 5 


专题 8 微分 方程 


将 y(z) = 二 ze” 代入 y 一 3y 十 2y 三 (cz 十 cd)ez 可 得 
ez(4z2 十 8zr 十 2) 一 3e 二 (2z 十 27z) 十 2zes 二 (cz 十 d)e” 
w= 一 2 
例 8.17( 南 京 大 学 1993 年 苋 赛 题 ) ” 设 g(x) 三 cosz 一 | (Zz 一 wu)gp(u)du, 其 中 
p(w) 为 连续 明 数 , 求 wp(z)， 
解析 原 式 两 边 求 导 得 
DO (x) =— sinz —| gl du— zp(z) 十 zp (zx) 
=— sinz — | p(w du (1) 
再 两 边 求 导 得 
9 Cx) + pr) =— cosx (2 
其 特征 方程 为 ** 十 1 = 0, 特 征 根 为 4 == 土 i, 故 方程 (2) 的 通 解 为 


[os 


1 
Ti” 


coOsx = Ccosr Crsinr— Re 


] 
到 sk 


= Ccosrt Cssinz— Re 


p(X) = Cicosz + Czsinx— 


ir 
er 


1 
于 


可 入 ; i 
= Ccosrtt Csinz + Re De 一 Cicosx + Czsinz— xsinz 


2 
由 原 式 和 (1) 式 知 g(0) = 1,g9 (0) = 0, 代 入 上 式 得 Ci = 1,Cs = 0, 故 所 求 函数 为 
PCZ) = cOSZ 一 过 inx 


2 
注 微分 方程 (2) 的 特 解 是 用 算 子 方法 求 的 . 若 用 待定 系数 法 , 令 


p(x) = x (Aicosz + Assinz) 
代入 方程 (2) 得 Ai = 0, As 一 一 考 ; 帮 B(x) 一 一 六 zsinz 


例 8. 18( 北 京 市 1993 年 竞赛 题 ) 设 u= 二 ul(Vx 十 y ) 具 有 连续 二 阶 偏 导 数 ， 
且 满 足 


十 性 一 一 到 十 下 一 了 下 十 昂 
各 
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a _dx,a 工 dz 
d 


OX di Ox t 


同 理 


代入 原 方程 得 9 十 二 亡 .此 为 二 阶 线性 常 系数 方程 , 解 得 其 通 解 为 
& = Cicost Czsint 直 2 
故 所 求 函 数 x 的 表达 式 为 
zw(zryy) = Cicos Vr y+Csin Vz 十 只 十 妇 十 冯 一 2 


其 中 Cl,Cs 为 任意 常数 . 
例 8. 19( 全 国 大 学 生 2010 年 初赛 题 ) ” 设 函 数 y = f(r) 由 参数 方程 
“= 2t 十 二， 


Ne 
y= y(1) se 


所 确定 , 且 93 ,其 中 yk 具有 二 阶 导数 ,曲线 与 y 一 | e* du 十 总 在 


2 4(1 十 ) FD 
:一 ] 处 相 切 , 求 阴 数 y(2). 

解析 记 工 二 2 十 = 二 p00); 则 gy (1) == 2(1 十 ),Y(1) = 2. 应 用 参数 式 函 
数 的 二 阶 导 数 公式 得 


_yop 一 wo _ 2(1 十 z2)V 一 2 
9 (oO ) 8(1 十 2)” = 


化 和 侧 上 式 得 
f(D 一 村 WOD = 3(1+D) 
此 为 关于 Y (9 的 一 阶 线性 方程 ,其 通 解 为 
y (0) = eh (GO +|30 +Deltd)= (1 二 D(C + 32) 


1 e [加 所 


又 由 题 意 可 知 少 (1) 一 2te | 


= 二 二 二 一 
© © 
.8 


专题 8 微分 方程 
积分 得 


] 12 


] 
- 天 
J(t) = 1 Tact 


十 pe —8js+C 
又 因 y(1) = 六 ,代入 上 式 可 得 Cz 二 2, 故 有 Y(t) 一 亡 和 >t 十 (三 一 3):+2. 

例 8. 20( 莫 斯 科 电 子 技术 学 院 1975 年 竞赛 题 ) A 函数 与 不 定 积分 表示 
y 一 zy 一 yy 二 0 的 通 解 . 

解析 原 微 分 方程 可 写 为 y 一 (xy) — 0 ,两 边 积 分 得 六 “= CO ,应 用 一 
阶 线性 非 齐 次 微分 方程 求 通 解 公式 得 

y=e* (C+|C ed)= et (C +O |e Tdz) 

这 里 的 不 定 积分 只 表示 一 个 原 函 数 . 

8.2.6 求解 可 化 为 二 阶 线性 微分 方程 的 微分 方程 ( 例 8. 21 一 8. 22) 

例 8. 21( 江 苏 省 1994 秆 和 守业 ) 给 定 方 程 六 十 (siny 一 Xx)(y 二 0. 

(GD 证 明 9 光一 一 9/ (又 ) ,并 将 方程 化 为 以 x 为 因 变量 , 以 y 为 自 变量 


的 形式 ; 
(2) 求 方程 的 通 解 . 


解析 “应 用 反 函 数 求 导 法 则 至 = 二 ,两边 对 z+ 求 导 得 


RE 


SR <( 笠 ) 填 加 
“人 
dy dy dy 

一 起 代入 原 微分 方程 得 
二 (siny— 7x)(y)’ (人 一 0 
即 
dz 
dy 


特征 方程 为 虹 十 1 王 0, 故 ) 王 士 i, 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
元 一 Cicosy Csiny 
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令 原 方程 的 特 解 为 x 二 y(Acosy 十 Bsiny), 则 


zr = (A+By)cosy+ (B— Ay)siny 
无 一 (了 B 十 B 一 Ay)cosy 十 (一 A 一 A 一 By)siny 
一 起 代入 原 微分 方程 得 
(2B 一 Ay 十 Ay)Jcosy 十 (一 2A 一 By 十 By)siny = siny 


比较 系数 得 互 = 0, A 一 一 方 , 故 一 一 却 ycosy, 于 是 所 求 通 解 为 


二 Cicosy 十 Cssiny— DyCOsy 


例 8. 22( 精 选 题 ) 设 f(z) 在 [1; 十 ceo) 上 二 阶 连续 可 导 , Fl) 一 0, 太 (1) 三 1， 
孙 数 z= 二 (x 二 yy f(r 二 yy) 满足 十 2 一 0, 求 f(x) 在 [1, 十 ce) 上 的 最 大 值 . 


Daz” 93y: 
解析 ” 令 区 = 王 到 十 到 , 则 二 一 Wi = 2xz = 2y; 且 
二 = wf (0) uf Gu = 2xL f+ uf’ (zy)] 
de / wh / 天 / -J / 
Ss = fn) + uf (w+2[F Ou tf Cw uf Cu’) 


一 2F(x) 十 2(5z2 + yf 00+ 4ruf (wu) 
利用 痛 数 z 中 工 与 y 的 对 称 性 , 易 得 


2 
3 = 27(w) 425y 十 并 7 大 (十 和 Fo 


将 (1) 与 (2) 式 代入 方程 2 十 人 = 0 可 得 

Ox Oy 

wf wu) t+auf (ut fu)=0 
(3) 式 是 二 阶 欧 拉 方程 . 令 x 二 e', 则 


i df pry Af 
uf (u) de” * f (wu) 0 


代入 (3) 式 得 
df df rr 
二 
其 特征 方程 为 12 十 2 十 1 一 0, 解 得 4 = 一 1, 一 1, 于 是 方程 (4) 的 通 解 为 
让 二 Gy = 二 (Ci Ej 
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(1) 


(2) 


C3 


(4) 
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由 KCI} 一 0, FO) =1, 得 马 =0 = 二 1, 于 蚌 flx) = 外 


由 于 f(z) = 0 


当时 (2) 有 之 人 0 所 以 fe》 = 二 为 所 求 的 最 大 值 . 


练习 题 八 


1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 
d 

(人 二 一 《的 
dz zBTF ~ 

(2) (三 十 多 十 Zz)dz 十 ydy 一 0; 


(3) (1 二 = )ay = 0; 


(4) SY + siny+ zx(] 十 cosy) 一 0， 


2. 设 F(z) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ,G(z) 是 一 一 
= 一 1sf00) 一 1s 求 Fw). 
3. 求 满足 | f(D dt 一 +| arcz 一 Dd 的 函数 f(z). 


有 ) 的 一 个 原 函数 ， 有 F(xr)G(z) 


2 


本， 这 尖 | 泊 有) 王 Sa, FO = 1 肝脏 [gwa， 十 (2 十 1)aajz 一 0， 
求 f(z 
5. 设 f(z) 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 果 数 = 三 f(Vx 十 yy ) 满足 


O’z 


i 2 
Ss 完 下 吓 


求 阴 数 x. 
6. 设 f(x) 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 且 f(1) = 二 0, 了 (1) == 1, 若 使 得 曲线 积分 


| [ze C0) —27 C2) Jydr— zf (x)dy 
AB 


7. 求 微 分 方程 y 一 y = 2z 十 sinz 十 Se 的 通 解 . 
8. 求 二 阶 微分 方程 y 十 y 一 2y = 和 的 通 解 . 


9. 已 知 方程 (z 一 1)y 一 zy 十 y = 二 0 有 特 解 y = e , 求 其 通 解 . 
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练习 题 告 案 与 提示 


练习 题 一 


GC 2 fr = r= 二 try 
3. f(x) = 2kx arcsin -人 ED 或 f(rx) 一 (2R 十 1) 元 一 arcsin zk EZ2) 


二 


4.3 516a=-16= 二 7.(G)0 (2)e (3) 去 (Hj Cy 


6 

(0) = 可。 exp( 一 本) (8) 一 50 (9 家 (10) 1 &. i+ 

9. 一 二 j@ (x) = '” re i == i 名 率 发 域 淄 

ee 

(一 1, 十 oo),X 关 1 时 连续 ,zx = 二 1 时 为 第 一 类 (跳跃 型 ) 间断 点 ”13.( 提 示 ) 应 用 
雪上 点 定理 与 严格 单调 性 14.〈 提 示 ) 应 用 零点 定理 ”15. (提示 ) 应 用 零点 定理 与 
严格 单调 性 ” 16. (提示 ) 设 f(x)=2 一 x? 一 1, 由 70) = f(1),f(4) = 一 1， 
了 (5) 二 6, 应 用 零点 定理 证 明 至 少 有 三 个 实 根 , 再 用 反 证 法 证 明 只 有 三 个 实 根 


练习 题 二 
NS _Y . == 0; 
1. 该 命题 不 成 立 , 反 例如 下 :f(x) = a Wat 2. 页 总 也 
: 0 za 
生产 《2) 二 4 不 存在 ， 工 二 3， 一 
37z2 ， 3 
] |w | 
arctan es ss ey 
/ 1 
7 f {x} = | 下 3, (1) a 
Tt 4 
i 艺 一 0 


(2Y 一 上 cot2z ese2z (3) flz) (Intz+ Viiz) 1 所) 
去 


(te 2 | ee 
(4) T= pe pe (6) 8 (7) (1 2x)e 9 @ :10, x= 2 


1 一 此 全 8 二 汪 eos( 5z 十 又 ) 一 二 cos(11z 十 至 ) 一 十 cos(z 十 玛 ) 


“B32 * 


13，ex( 提 示 :应 用 导数 的 定义 ) 14. 让 15. 亏 ”16. (提示 ) 应 用 拉 格 朗 日 中 什 


定理 “17. (提示 ) 应 用 柯 西 中 值 定理 ”18. (提示 ) 综合 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 和 
柯 西 中 值 定理 ”19. (提示 ) 应 用 泰勒 公式 ,VY xo EE (a,6b), 将 f(z) 在 z= zxo 处 展 
开 , 分 别 令 工 二 a,z 二 5 对 f"(zxo) 进行 估 值 ”20. (提示 ) 先 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 , 再 作 辅 助 函 数 F(x) = x( 了 (xz) 一 1), 应 用 罗 尔 定理 ”21.， (提示) 应 用 泰勒 公 


式 , 先 将 F(x) = | fa 在 x 二 3 处 展开 , 青 分 别 令 z= 二 2,x = 二 4; 由 F(4) 一 FC2) 
可 得 | ,f(D 的 表达 式 ”22. (提示) 应 用 马克 劳 林 公 式 与 零点 定理 证 明 f(x) 至少 有 
一 个 零点 ,再 应 用 导数 的 性 质证 明 f(z) 严格 减少 ”23. (提示) 应 用 导数 研究 函数 的 


单调 性 ”24. 略 25. (1) 工 一 0,y 一 一 下 ,7 一 于 (2) + 一 0,y 一 一 x 一 3,y 一 
ny 
练习 题 三 
1 #(e 2) 2. 5z 一 六 妇 十 2m 11 一 z 十 C 8, eoaz 一 5 十 C 


4 ea 厅 下 芝 十 蕊 (2 3 (1 一 二)+C CS it ey 


0 坟 t 一 站 VE VZarctan /三 元 0 


3 
(的 一 全 一 十 C (7 严 一 acetang we (8) —$ V1—zxyz re 
V COSX ] 十 和 
(9) 7 (SINX COSX) 4 ln csc (z+ cot (x 十 4 )|+c 
于 好 十 C， ze 
(10) 了 0 之 Xl; 5. xsinz—2 6. bi Sm 
2 外 e 


(3) 所 7. (提示 ) 对 函数 (zx) 二 flzx) 十 f(1 一 x) 在 [a, 四 上 应 用 定 积分 中 值 定 


2 yh, 
] 


59 


理 8 0 9. (1) 2 


4 ] 
(3) 3 (4) a ln2 


二 OAL 


(a 二 天》 0 
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cy ee 3 Tx 2 1 
(5) 2 (esinl + ecosl 1) (6) en (7) 六 十 2 1 (8) 3 10. 1 当 


12. (提示 ): 令 F(z) = | (4)d, 应 用 分 部 积分 法 ”13. (提示 ) 应 用 定 积分 的 分 


部 积分 公式 ”14. (提示 ) 对 因数 F(Cz) = | fn)dr 分 别 在 工 三 0 与 式 王 1 处 展 
为 2 阶 泰勒 公式 ,然后 分 别 取 z= 1 与 x = 0, 将 两 式 相 减 ,最 后 应 用 介 值 定理 
15. (提示 ) 对 函数 F(x) pe 二 a 与 x 二 6 处 展 为 2 阶 泰勒 公式 ， 


然后 二 式 都 取 z = 


=, 并 将 两 式 相 减 ,最 后 应 用 介 值 定理 ”16. 〈 提 示 ) 取 辅 助 
函数 F(z) 一 去 [f(a) 十 f(z)]Cz 一 a) 一 十 k(x 一 a)* 一 | f(D de, 其 中 常数 使 得 
FR(b) 二 0, 然后 两 次 应 用 罗 尔 定理 ”17. od 
(| Fodz) ,应 用 导数 F(z) 宇 0 研究 单调 性 ”18. (提示 ) 令 M 二 maxf(z), 用 
数学 归纳 法 证 明 0 < f(z) 过 M 可 < M 引 (a 之 z 壹 仿 , 取 极限 即 得 


练习 题 四 


i. 0 Qe WH1 Bo (5) 元 (6) 不 存在 2.B 3D4D 
5. A 6. A 7. B 8. 不 连续 ,可 偏 导 、\ 不 可 微 ” (提示: limf (x,y) = 0， 


I—。0 


lim fz»,y) 二 一 2, (0,0) = 二 0, 开 (0,0) 三 0) 9. 连续 可 偏 导 、 可 微 ” (提示 : 
y=—xtx? 
T*0 
/ (By = (QO = F000 
Ft = = 0, lim es = 0) 


10. po (2 FI zinl+ay) + Te | C3) 327 
~ dd i a de (的 ty 
zw ft+2r+ oo)f: (7) 2zy,2zy — xisin(2z) (8) J TF Cy) 十 
ee 天 Pr Do oma ta op tata 


六 一 -Sf (12) @[ f(z) 一 f(x—Yy)j+ 


l - 二 . 
QD fu tt ye/ = re ey 


] 
(P (y)) 
。 334 。 


练习 题 答案 与 提示 


怎 


Re 人 
本 站 《一 只 二 2029 三 下 一 本] i 


13. pr sdr+ & 和 Fs dy MM Da ee ep 
15. (ol) 为 极 小 值 “16. (9,3) 为 极 小 值 点 , 极 小 值 为 z(9,3) = 3; 
(一 9, 一 3) 为 极 小 值 点 , 极 小 值 为 z( 一 9, 一 3) = 一 3。 17. 人 和 ,其 中 = 

Ce 8. (1 =3 (2)a=16= 芽 ce 一 了 
Fr 1 CD 7 条 二 二 过 让 (wy ig 


19. f(—2,8) = 一 池 , 为 极 小 值 
练习 题 五 


1 2 2 2 
ii | oj fedr t+) dy) read 


0 (1+y) 1 (村 (HHy) 
C2) | ady| zy)dz 十 | dy| ， re 


—l+Vi+iy 
| ds 


1] 十 VI+y 
G) | dy| fdr+| dy 
(4) | dy Pn dy a Ge 
G5) | ls] sy rody+| a f(r,y)dy 
| 


(6) 「 有 zsoydz 十 | dy| ”ro)dr 


一 arCcDS 7 


] a 元 
(7) dz| (Eiydy 


2. dN 


1 十 bt ] 一 
1 dy| yi st dy| 一 f(z dr 

] 1 交 下 演 上 下 二 40 证 
$y 和 加 > (3) < 十 亚 《4 六 十 区 (5) Bra (6) 3 
(7) has (8) 2 (9) T2655) (10) dD 41 5 六 (三 一 1) 

3 2 11 多 二 人 
rx 47 i _5 
Gr x (4ln2 条 
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(5) i (6) 8x 9. 二 | (zf dt, —1 10 336x 11 12. Zi 


8 


| 


13. (1) re —1 gs (3) 一 与 1 滞 直 划 本 一 本 二 


Te 0 地 一 3 一 号 18, a 一方 必 一 0; 了 一方 放 19，4x 
32 _4 
0 0 2]; Fi 22, R 3 4 
练习 题 六 


1. 〈 提 示 ) 利用 两 个 三 维 向 量 义 积 的 模 的 几何 意义 ”2. 7z 十 14y 十 5 一 0 


= == 则 宣 2 0 wa gs— 1 
3. 工 一 z 十 4 一 0 或 工 十 20y 十 7< 一 12 三 0 《4. 15 i6 25 $5, 7 


-6. (8,4,—5) 7. V6 8, (2yt+z+1)*+4(r+2):+(z 
一 和 二 二 三 一 16, Lo(D—y Ce— 0A (DD =1]ty Dt[y 
RR 

$e = Wy wl? e113 


la4z- Jly——20 三 0, 


1 及 于 4 一 “一 到 或 绑 十 芝 y 一 1 二 29 二 但 | 
Spy 下 xz 一 y 十 3z 十 8 一 0 


13. 好 一 4 六 十 之 二 4 14. 9x 
练习 题 七 


1. S 王 0 (提示 :将 == S, 一 Si 代入 所 给 方程 ,得 5,,S, 1 满足 的 递 推 式 ) 
2. (1) 收敛 〈2) 发散” C63) 收 化 ”(4) 收敛 (5) 发 散 (6) 收 全 (7) 收敛 
(8) 收敛 ” 3. 收敛 (提示 :a sw2 = 2sin 区 ya = 2sin sri a ~ | 
4. (1) 条 件 收 敛 ” (2) 条 件 收敛 ” (3) 条 件 收 敛 ” 5. bp 1 时 绝对 收 伍 ,0 二 p 志 1 


时 条 件 收敛 ,p 三 0 时 发 散 6. 和 之 1 时 绝对 收敛 ,六 二 pp 人 1 时 条 件 收敛 ,p 三 


时 发 散 (提示 :jn(1 十 一 )= 外 一 方 " 涡 十 0( 吉 )) 7. (提示 ) 与 级 数 


ne 2 mn? 


| 


pr” 
》) 沾 作 比较 8, (提示 ) 应 用 马克 劳 林 展 式 ,可 证 | /( 十) | 过 总 9 a 二 1 时 条 件 
收敛 ,< 和 关 工 时 发 散 (提示:a 产 1 时 应 用 加 括号 的 级 数 发 散 则 原 级 数 也 发 散 的 性 
质 ) 10. (一 R,R),R= maxta,b) 11. (三 ,e) 12. (1) 方 Ve 二 2 (2) 1 (提示 


。 336 。 


练习 题 答案 与 提示 


zl 的 ; 有 志 ) 和 
考虑 宕 级 数 > oi ee 3 


n=] 


(一 1,1] (2) DD) = 


用 一] 


了 
练习 题 八 


1l. (1) x+ WT 二 二 CC 或 XY 一 WT 过 Y= 二 QQ: (Dy =Ce*=Y2 
(3) 元 十 yey =C (4) tan = "十 (1 一 xz) 2. 或 Ee 3. e—]1 


4. f(z) 一 6 ci 满足 微分 方程 f(x) 十 2xf(x) = 0,f(0) = 也 


5 xz(z,) 一 下 (之 十 光 十 Cln V 严 干 交 十 C (提示 : 微分 方程 化 为 9 + 二 党 
== 忆 wu 一 VZ 十 六 ,再 用 降 阶 法 化 为 一 阶 线性 微分 方程 ) 6 ry 
7. y=Ge” T+CGe CO— 27 去 sinx 十 ie 2Sinz) 

— ] 村 一 和 ] 六 ] 2 l 2 ] 一 2 下 
8. y= 50e 十 人 6 了 en(1 十 e )》 一 - 二 十 二 本 Ze“ 一 本 6 ln(C1 十 ez=) 


9, = Gi eCzx (提示 : 作 变 换 泪 *== 下 要 et 
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